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第 2 版 前 言 


这 本 主要 适用 于 国内 应 用 型 本 科 院 校 与 民办 二 级 学 院 的 教材 自 2008 年 7 月 
出 版 发 行 以 来 ， 受 到 这 一 层面 上 师 生 的 普 毅 欢迎 。 为 了 使 之 更 至 完善 ， 在 保持 
教材 的 定位 、 体 系 、 风 格 与 特点 不 变 的 基础 之 上 ， 编 者 对 第 工 版 作 了 精心 修订 。 

主要 修订 工作 有 : 

(1) 对 各 章 的 例题 和 习题 作 了 适当 的 增补 和 调整 。 

(2〉 在 第 五 章 “ 空 间 力 系 ”的 第 二 节 中 ， 增 加 了 “ 力 对 点 的 矩 的 矢量 定 
(3) 在 第 六 章 “ 静 力学 专题 ”的 第 三 节 中 ， 增 加 了 “用 实验 法 确定 复杂 形 
状 物体 的 重心 ”。 

(4) 在 第 十 四 章 “ 动 能 定理 ”中 ， 增 加 了 “功率 、 功 率 方程 与 机 械 效 率 ” 
一 节 。 
(5) 在 第 十 五 章 “ 动 静 法 ”中 ， 增 加 了 “ 绕 定 轴 转 动 刚体 的 轴承 动 约束 力 ” 
一 节 。 

(6) 进一步 润色 和 提炼 全 书 的 文字 与 插图 。 

第 2 版 的 修订 工作 由 南京 工程 学 院 的 王 永 廉 负责 完成 。 

本 教材 虽 经 修订 ， 但 蕊 漏 与 欠 爱 之 处 在 所 难免 ， 欢 迎 读 者 继续 批评 指正 。 
有 建议 者 请 与 南京 工程 学 院 材料 工程 系 王 永 廉 联系 (E-mail: ylwang0606 @ 
163. net ) 。 


编 者 
2011 年 2 月 
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绕 论 


一 、 理 论 力学 的 研究 内 容 


理论 力学 是 研究 物体 机 械 运动 的 一 般 规律 性 的 学 科 。 所 谓 机 械 运动 是 指 物 
体 在 空间 的 位 置 随时 间 的 变化 。 平 衡 是 机 械 运 动 的 特殊 形式 ， 故 也 属于 理论 力 
学 的 研究 范畴 。 

理论 力学 的 研究 内 容 可 以 分 为 以 下 三 大 部 分 : 

静 力学 ”主要 研究 物体 的 平衡 规律 。 

运动 学 ”主要 从 几何 的 角度 来 研究 物体 的 机 械 运动 。 

动力 学 ”主要 研究 物体 的 机 械 运动 与 作用 力 之 间 的 关系 。 


二 、 理 论 力学 的 研究 方法 


理论 力学 的 研究 方法 是 从 实践 出 发 ， 经 过 抽象 、 综 合 与 归纳 ， 建 立 公 理 ; 
然后 以 公理 为 基础 ， 通 过 数学 演绎 和 逻辑 推理 ， 获 得 定理 和 推论 ， 形 成 理论 体 
系 ; 最 后 再 将 理论 用 于 实践 ， 使 之 在 实践 中 得 到 完善 和 发 展 。 


三 、 理 论 力学 的 研究 目的 


理论 力学 所 研究 的 是 力学 中 最 一 般 、 最 基本 的 规律 。 许 多 工科 专业 的 后 继 
课程 ， 如 材料 力学 、 结 构 力学 、 机 械 原理 、 机 械 设 计 、 振 动 理论 等 ， 都 要 以 理 
论 力学 为 基础 。 学 习 理论 力学 的 目的 之 一 是 为 后 续 课 程 打下 必要 的 理论 基础 。 

有 些 日 常生 活 中 的 现象 和 工程 技术 问题 ， 可 以 直接 运用 理论 力学 的 理论 去 
解释 和 解决 。 还 有 些 问 题 ， 则 需 用 理论 力学 知识 和 其 他 学 科 知 识 结合 起 来 共同 
研究 。 所 以 ， 学 习 理论 力学 的 目的 之 二 是 为 解决 有 关 工 程 实际 问题 黄 定 基础 。 

理论 力学 的 研究 方法 就 是 自然 科学 研究 的 一 般 方 法 。 因 此 ， 学 习 理 论 力学 
的 目的 之 三 是 理解 和 掌握 自然 科学 研究 的 一 般 方法 ， 培 养 正 确 分 析 问 题 和 解决 
问题 的 能 力 ， 为 今后 从 事 科 学 研究 和 工程 技术 工作 打下 基础 。 


第 一 章 
静 力 学 基础 


本 章 介绍 静 力 学 的 基础 知识 ， 主 要 内 容 包括 静 力 学 基本 概念 、 静 力学 公理 
及 推论 、 约 束 与 约束 力 以 及 物体 的 受 力 分 析 。 








第 一 节 静 力 学 的 基本 概念 


一 、 力 的 概念 


力 是 物体 间 的 相互 机 械 作 用 。 这 种 作用 使 物体 的 机 械 运 动 状 态 发 生 改 变 和 
使 物体 产生 变形 。 前 者 称 为 力 的 运动 效应 或 外 效应 ， 后 者 称 为 力 的 变形 效应 或 
内 效应 。 理 论 力学 主要 研究 力 的 外 效应 ， 力 的 内 效应 将 在 后 续 课 程 材料 力学 中 
研究 。 

经 验 表明 ， 力 对 物体 的 作用 效应 取决 于 力 的 三 要 素 ， 即 力 的 大 小 、 方 向 和 
作用 点 。 力 的 大 小 表示 物体 间 相 互 机 械 作 用 的 强 弱 程度 。 在 国际 单位 制 中 ， 衡 
量力 大 小 的 单位 是 N (牛顿 )。 力 的 方向 包 插 力 的 作用 线 方 位 和 力 沿 作 用 线 的 指 
向 。 力 的 作用 点 是 力作 用 位 置 的 抽象 。 在 严格 意义 上 ， 物 体 相 互 作用 的 位 置 不 
可 能 是 一 个 点 ， 而 应 是 物体 的 一 部 分 。 但 当 力 的 作用 范围 很 小 时 ， 就 可 将 其 抽 
象 为 一 点 ， 该 点 即 称 为 力 的 作用 点 。 

综 上 所 述 ， 力 是 一 个 具有 大 小 、 方 向 和 作用 点 的 物理 量 ， 因 此 是 一 个 定位 
矢量 ， 可 用 一 带 箭头 的 有 向 线段 来 表示 〈 见 图 1-1)。 

有 向 线段 的 长 度 按 一 定 的 比例 尺 表示 力 的 大 小 ， 有 向 
线段 的 方位 和 箭头 表示 力 的 方向 ;有 向 线段 的 起 点 或 
终点 表示 力 的 作用 点 ;与 有 向 线段 重合 的 直线 则 表示 
力 的 作用 线 。 图 1-1 





第 一 章 前 力学 基础 3 ) 


矢量 通常 用 黑体 字母 (如 本 或 上 方 带 箭头 的 字母 〈 如 户 来 表示 ， 而 矢量 的 大 
小 则 用 普通 字母 (如 F) 来 表示 。 在 本 书 中 ， 一 律 采用 黑体 字母 (如 F) 来 表示 
矢量 。 


二 、 刚 体 的 概念 


刚体 是 指 在 任何 力 的 作用 下 都 不 发 生变 形 的 物体 ， 其 特征 表现 为 : 刚体 内 任意 
两 点 的 距离 永远 保持 不 变 。 刚 体 是 理论 力学 中 理想 化 的 力学 模型 ， 实 际 上 ， 任 何 物 
体 受 力 都 会 产生 程度 不 同 的 变形 。 如 果 物 体 的 变形 很 小 ， 对 所 研究 的 问题 没有 实质 
性 影响 ， 则 可 将 物体 抽象 为 刚体 。 在 理论 力学 中 ， 泛 指 的 物体 均 应 理解 为 刚体 。 


三 、 平 衡 的 概念 


平衡 是 指 物体 相对 于 惯性 参考 系 (如 地 球 ) 处 于 静止 或 匀速 直线 运动 的 状 
。 它 是 物体 机 械 运 动 的 一 种 特殊 形式 。 


四 、 力 系 的 概念 


力 系 是 指 作用 于 物体 上 的 一 群 力 。 根 据 力 系 中 力 的 作用 线 是 否 位 于 同一 平 
面 内 ， 可 将 力 系 分 为 平面 力 系 和 空间 力 系 两 大 类 。 根 据 力 系 中 力 的 作用 线 的 相 
互 关系 ， 又 可 将 力 系 分 为 作用 线 汇 交 于 一 点 的 汇 交 力 系 ， 作 用 线 互 相 平行 的 平 
行 力 系 和 作用 线 既 不 完全 平行 、 也 不 完全 汇 交 于 一 点 的 任意 力 系 。 

使 物体 处 于 平衡 状态 的 力 系 称 为 平衡 力 系 。 如 果 某 两 力 系 对 物体 的 作用 效 
应 相同 ， 则 称 这 两 个 力 系 为 等 效力 系 。 若 一 个 力 与 一 个 力 系 等 效 ， 则 称 该 力 为 
力 系 的 合力 ， 而 称 力 系 中 的 各 力 为 该 合力 的 分 力 。 用 一 个 较 简单 的 力 系 等 效 替 
换 一 个 较 复 杂 的 力 系 ， 称 为 力 系 的 简化 ; 用 一 个 力 等 效 替 换 一 个 力 系 ， 称 为 力 
系 的 合成 ; 反之 ， 一 个 力 用 其 分 力 来 等 效 代 替 ， 则 称 为 力 的 分 解 。 

静 力 学 的 主要 内 容 有 : 

(1) 物体 的 受 力 分 析 分析 物 体 受 哪些 力作 用 ， 以 及 每 个 力 的 作用 位 置 和 方向 。 

(2) 力 系 的 简化 或 合成 ”用 一 个 较 简 单 的 力 系 来 等 效 替换 一 个 较 复杂 的 力 
系 ， 或 者 用 一 个 力 来 等 效 蔡 换 一 个 力 系 。 

(3) 求解 平衡 问题 ”研究 作用 于 物体 上 的 各 种 力 系 所 应 满足 的 平衡 条 件 ， 
并 应 用 这 些 平衡 条 件 来 解决 工程 中 的 平衡 问题 。 


济 





第 二 节 静 力 学 公理 


静 力 学 公理 是 人 类 关于 力 的 基本 性 质 的 概括 和 总 结 ， 是 静 力 学 理论 的 基础 。 
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它 无 需 证 明 而 为 人 们 所 确认 。 
公理 1 力 的 平行 四 边 形 法 则 

作用 于 物体 上 同一 点 的 两 个 力 ， 可 以 会 成 为 一 个 合力 。 合 力 的 作用 点 仍 在 
该 点 ， 合 力 的 大 小 和 方向 由 以 这 两 个 力 为 邻 边 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 确定 ， 
如 图 1-2a 所 示 。 它 们 的 矢量 关系 式 为 

Fr 一 Fi+F, (1-1 ) 

即 合力 矢 Fr 等 于 两 个 分 力 矢 Fi 与 F; 的 矢量 和 。 

在 求 作用 于 刚体 向 一 点 的 两 个 力 的 合力 时 ， 亦 可 采用 力 的 三 角形 法 则 ， 即 
将 两 个 力 依 次 首尾 相连 ， 构 成 一 不 封闭 的 三 角形 ， 会 力 的 大 小 和 方向 则 由 该 三 
角形 的 封闭 边 矢量 确定 ， 如 图 1-2b 或 c 所 示 。 


Fy Fx 
Fr 
F 总 F» 
Fr 
五 
O 
O fi 

a) c) 


b) 














图 1-2 


反之 ， 也 可 以 根据 这 一 公理 将 一 力 分 解 为 作用 于 同一 点 的 两 个 分 力 。 由 于 
同一 对 角 线 可 作出 无 数 个 不 同 的 平行 四 边 形 ， 因 此 分 解 的 结果 不 唯一 。 要 使 分 
解 结果 唯一 ， 必 须 附 加 和 条件。 通常 是 将 一 个 力 分 解 为 方向 互相 垂直 的 两 个 力 ， 
这 种 分 解 方式 称 为 正 交 分 解 ， 所 得 的 两 个 分 力 称 为 正 交 分 力 。 

| 公理 2 ”二 力 平衡 公理 

作用 在 间 一 刚体 上 的 两 个 力 ， 使 刚体 保持 平衡 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 这 两 
个 力 大 小 相等 、 方 向 相反 ， 且 作用 在 同一 条 直线 上 。 

二 力 平 衡 公理 指出 了 作用 于 刚体 上 最 简单 力 系 平衡 时 所 必须 满足 的 条 件 。 对 
刚体 而 言 ， 这 个 条 件 既 必要 又 充分 ， 但 对 非 刚体 而 言 ， 这 个 条 件 只 是 必要 条 件 。 

受 两 个 力作 用 而 处 于 平衡 状态 的 构件 ， 称 为 二 力 构 件 。 当 二 力 构件 的 形状 
为 杆 件 时 ， 则 称 为 二 力 杆 。 根 据 二 力 平 衡 公理 ， 不 论 二 力 构件 的 形状 如 何 ， 其 
所 受 的 两 个 力 的 作用 线 必 沿 此 两 力作 用 点 的 连 线 。 

| 公理 3 ”加 减 平衡 力 系 公 理 

在 已 知 力 系 上 加 上 或 减 去 任 一 平衡 力 系 ， 并 不 改变 原 力 系 对 刚体 的 作用 
效应 。 

此 公理 是 研究 力 系 等 效 变换 的 重要 依据 ， 只 适用 于 刚体 而 不 适用 于 变形 体 。 

由 上 述 几 个 公理 可 得 到 下 面 两 个 推论 : 
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推论 1 力 的 可 传 性 原理 | 

作用 在 刚体 上 的 力 ， 可 沿 其 作用 线 滑 移 到 刚体 内 的 任 一 点 ， 而 不 改变 该 力 
对 刚体 的 作用 效应 。 

证 明 : 设 力 作用 在 刚体 上 的 点 A， 如 图 1-3a 所 示 。 根 据 公理 2 和 公理 3， 
在 该 力作 用 线 上 的 任 一 点 B 加 上 一 对 平衡 力 F 和 FF, 并 令 F; = 一 下 一 下 
( 见 图 1-3b)。 此 时 ， 力 和 请 也 是 一 对 平衡 力 ， 再 将 这 一 对 平衡 力 减 去 ， 就 只 
剩 下 一 个 作用 于 点 B 的 力 正 : ( 见 图 1-3c)， 其 等 效 于 作用 于 点 A 的 力 F。 于 是 
推论 得 证 。 


/7 Fs Fy 
<—> < 十 一 > 
2 2 - 
a) b) c) 


图 1-3 


力 的 可 传 性 原理 只 适用 于 刚体 。 由 力 的 可 传 性 原理 可 知 ， 对 于 刚体 而 言 ， 为 
的 三 要 素 可 改 为 : 力 的 大 小 、 方 向 和 作用 线 。 因 此 ， 对 刚体 来 说 ， 力 是 滑动 矢量 。 

| 推论 2 三 力 平衡 汇 交 定理 

刚体 受 三 力作 用 而 平衡 ， 若 其 中 两 个 力 的 作用 线 相交 于 一 点 ， 则 第 三 个 力 
的 作用 线 必 汇 交 于 同一 点 ， 且 三 力 共 面 。 

证 明 ; 设 在 刚体 的 A、B、C 三 点 ， 分 别 作 
用 三 个 平衡 力 Fl 、F;、F;， 其 中 F, 、F 的 作用 
线 相交 于 点 O， 如 图 1-4 所 示 。 根 据 力 的 可 传 性 
原理 ， 分 别 将 Fi 、F, 沿 各 自作 用 线 滑 移 至 汇 交 
点 O， 并 由 平行 四 边 形 法 则 得 其 合力 Fis。Fi; 应 
与 Fi 平衡， 由 二 力 平衡 公理 ，F, 与 Fis 共 线 ， 故 
五 3 必 与 Fi 、 F, 共 面 ， 且 其 作用 线 通过 汇 交 点 O。 
由 此 推论 得 证 。 

三 力 平衡 汇 交 定理 说 明了 不 平行 三 力 平衡 的 必要 条 件 。 利 用 这 个 定理 可 以 
确定 不 平行 的 平衡 三 力 中 未 知 的 第 三 个 力 的 方向 。 三 力 平衡 汇 交 定理 同样 只 适 
用 于 刚体 。 

| 公理 4 ”作用 力 与 反作用 力 定律 | 

物体 之 间 的 作用 力 与 反作用 力 总 是 同时 存在 ， 两 力 的 大 小 相等 、 方 向 相反 ， 























aa 
表 和 

‘ 和 、 
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沿 同 一 直线 ， 分 别 作用 在 两 个 物体 上 。 

这 个 公理 概括 了 物体 间 相 互 作 用 的 关系 ， 表 明 一 切 力 总 是 成 对 出 现 的 。 由 
于 作用 力 与 反作用 力 分 别 作 用 在 两 个 不 同 的 物体 上 ， 因 此 它们 不 是 平衡 力 系 。 

| 公理 5 刚 化 原理 

变形 体 在 某 一 力 系 作用 下 处 于 平衡 ， 若 将 此 变形 体 刚 化 为 刚体 ， 其 平衡 状 
态 保持 不 变 。 

这 个 公理 表明 ， 刚 体 的 平衡 条 件 是 变形 体 平 衡 的 必要 条 件 ， 从 而 扩大 了 刚 
体 静 力学 的 应 用 范围 。 但 需 同 时 指出 ， 刚 体 的 平衡 条 件 并 不 是 变形 体 平 衡 的 充 
分 条 件 。 如 图 1-5a 所 示 ， 绳 索 在 等 值 、 反 向 、 共 线 的 两 个 拉力 作用 下 处 于 平衡 ， 
如 将 绳索 刚 化 为 刚体 ， 其 平衡 状态 保持 不 变 。 反 之 ,刚体 在 等 值 、 反 向 、 共 线 
的 两 个 压力 作用 下 处 于 平衡 状态 ， 如 将 刚体 变 为 绳索 ， 显 然 其 平衡 状态 就 不 能 
保持 了 〈 见 图 1-5b)。 











又 性 绳 刚性 杆 
eC 拉 一 下 一 思 到 一 一 压 
刚性 杆 柔性 杆 
@ 
a) b) 
图 1-5 





第 三 节 ”约束 与 约束 力 


一 、 约 束 与 约束 力 的 概念 


就 其 运动 情况 而 言 ， 物 体 可 分 为 两 类 : 一 类 是 位 移 不 受 限 制 的 物体 ， 称 为 
自由 体 ， 如 空中 飞行 的 飞机 、 自 由 下 落 中 的 物体 等 ; 男 一 类 是 位 移 受 限制 的 物 
体 ， 称 为 非 自由 体 或 受 约束 体 ， 如 沿 轨道 行驶 的 火车 、 桌 面 上 的 茶杯 等 。 

限制 非 自 由 体位 移 的 周围 物体 称 为 约束 ， 如 限制 火车 位 移 的 轨道 、 限 制 茶 
杯 位 移 的 桌面 等 。 约 束 作用 在 被 约束 物体 上 限制 其 位 移 的 力 称 为 约束 力 ， 又 称 
为 约束 反 力 或 支 反 力 ， 约 束 力 属 于 被 动力 。 显 然 ， 约 束 力 的 方向 总 与 该 约束 所 限 
制 的 物体 位 移 方向 相反 ， 约束 力 的 作用 点 位 于 约束 与 被 约束 物体 的 相互 接触 处 。 

与 约束 力 相 反 ， 作 用 于 物体 上 的 重力 、 风 力 等 各 种 载荷 ， 将 促使 物体 运动 
或 使 物体 产生 运动 趋势 ， 这 类 力 属 于 主动 力 。 一 般 来 说 ， 主 动力 是 已 知 的 ， 约 束 
力 是 未 知 的 。 在 平衡 问题 中 ， 约 束 力 的 大 小 ， 应 根据 主动 力 ， 由 平衡 条 件 确 定 。 


en 
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二 、 约 束 的 基本 类 型 及 其 约束 力 


下 面 将 工程 中 常见 的 约束 分 类 ， 并 根据 各 类 约束 的 特性 说 明 其 约束 力 的 表 
达 方 式 。 

1. 柔性 体 约束 

由 绳索 、 链 条 和 皮带 等 柔性 连接 物体 构成 的 约束 称 为 柔性 体 约束 。 这 类 约 
束 的 特点 是 绝对 柔软 ， 只 能 限制 物体 沿 着 柔性 体 伸 长 方向 的 位 移 。 因 此 ， 和 柔性 
体 的 约束 力 ， 作 用 在 连接 点 或 假想 截断 处 ,方向 沿 着 柔性 体 的 轴线 而 背离 被 约 
束 物体 ， 恒 为 拉力 ， 常 用 Fr 表示 ， 如 图 1-6 所 示 。 


Fr 
Fri Fr 
Pp Pp Fr Fr 
a) b) 


图 1-6 


凡 只 能 限制 物体 沿 某 一 方向 位 移 而 不 能 限制 物体 沿 相 反方 向 位 移 的 约束 称 
为 单 面 约束 ， 既 能 限制 物体 沿 某 一 方向 位 移 又 能 限制 物体 沿 相 反方 向 位 移 的 约 
束 则 称 为 双 面 约束 。 和 柔性 体 约束 属于 单 面 约束 。 

2， 光 滑 接 触 面 约束 

物体 与 约束 相互 接触 ， 接 触 面 是 光滑 的 ， 其 间 的 摩擦 力 可 以 忽略 不 计 ， 这 
类 约束 称 为 光滑 接触 面 约束 。 光 滑 接 触 面 约束 只 能 限制 物体 沿 接触 面 的 公法 线 
而 趋向 于 约束 内 部 的 位 移 。 因 此 ， 光 滑 接触 面 对 物体 的 约束 力 ， 作 用 在 接触 点 
处 ,方向 沿 接触 面 的 公法 线 而 指向 被 约束 物体 。 这 种 约束 力 称 为 法 向 约束 为 或 
法 向 反 力 ， 常 用 Fs 表示 ， 如 图 1-7 所 示 。 光 滑 接 触 面 约束 亦 属 于 单 面 约束 。 


切线 





c) 
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3. 光滑 贸 链 约束 

工程 中 常用 的 圆柱 铵 链 、 固 定 铵 链 支 座 、 活 动 匀 链 支 座 、 向 心 轴承 、 止 推 
轴承 、 球 形 铵 链 等 ， 都 属于 光滑 贸 链 约束 。 它 们 的 共同 特点 是 只 能 限制 物体 的 
移动 ， 而 不 能 限制 物体 的 转动 。 

(1) 圆柱 贸 链 ”圆柱 匀 链 又 称 中 间 匀 链 ， 简 称 锐 链 ， 它 是 由 圆柱 销 钉 揪 人 
两 构件 的 圆 孔 中 而 构成 的 〈 见 图 1-8a) ， 其 简 图 如 图 1-8b 所 示 。 圆 柱 铵 链 只 能 限 
制 物体 沿 销 钉 径 向 的 位 移 ， 而 不 能 限制 物体 沿 销 钉 轴 向 的 位 移 。 因 此 ， 其 约束 
力 必然 位 于 垂直 于 销 钉 轴线 的 平面 内 ， 作 用 在 销 钉 与 构件 圆 孔 的 接触 点 ， 方 向 
沿 接触 面 公法 线 通过 圆 孔 中 心 。 随 着 物体 受 力 情 况 的 不 同 ， 接 触 点 的 位 置 也 不 
邮 。 由 于 接触 点 不 能 事先 确定 ， 因 而 其 约束 力 的 方向 也 不 能 预先 确定 ， 通 常用 
两 个 作用 于 圆 孔 中 心 的 正 交 分 力 F,、F, 来 表示 ， 如 图 1-8c 所 示 。 


-DBI 
3 D> 可 


c) 
图 1-8 


(2) 固定 匀 链 支 座 ” 若 铵 链 约 束 中 有 一 个 构件 固定 在 地 面 或 机 架 上 作为 支 
座 ， 则 称 为 固定 匀 链 支 座 ， 简 称 匀 支 座 ( 见 图 1-9a) ， 其 简 图 如 图 1-9b 所 示 。 由 
于 固定 铵 支 座 的 构造 和 圆柱 饺 链 相同 ， 故 其 约束 力 通常 也 用 两 个 作用 于 圆 孔 中 
心 的 正 交 分 力 来 表示 ， 如 图 1-9c 所 示 。 





(3) 活动 贸 链 支 座 ”在 匀 支 座 下 面 用 几 个 辊 轴 支 承 在 光滑 平面 上 ， 就 构成 
了 活动 贸 链 支 座 ， 也 称 为 辊 轴 支 座 〈 见 图 1-10a) ， 其 简 图 如 图 1-10b 所 示 。 活 动 
铵 链 支 座 只 能 限制 物体 沿 支承 面 法 线 方向 的 位 移 ， 而 不 能 限制 物体 沿 支 承 面 切 
线 方向 的 位 移 ， 故 其 约束 力 垂 直 于 光滑 支承 面 ， 通 常用 F\ 表示 ， 如 图 1-10c 所 
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示 。 与 光滑 接触 面 约束 不 同 ， 活 动 铵 链 支 座 通常 为 双 面 约 束 。 





图 1-10 


(4) 向 心 轴承 向 心 轴承 又 称 径 向 轴承 〈 见 图 1-11a) ， 支 承 在 转轴 的 两 端 ， 
其 简 图 如 图 1-11b 或 < 所 了 示 。 向 心 轴承 只 能 限制 转轴 沿 径 向 的 位 移 ， 而 不 能 限制 
转轴 沿 轴 向 的 位 移 ， 其 特点 与 固定 按 支 座 相似 。 因 此 ， 向 心 轴 承 对 转轴 的 约束 
力 通 常 也 用 作用 于 轴 心 的 两 个 正 交 分 力 来 表示 、 如 图 1-11b 或 所 示 。 





图 1-11 


(5》 止 推 轴 承 ” 止 推 轴承 ( 见 图 1-12a) 的 简 图 如 图 1-12b 所 示 。 与 向 心 轴 
蒜 不 同 ， 它 能 同时 限制 转轴 沿 轴 向 和 径 向 的 位 移 ， 比 向 心 轴承 多 一 个 沿 轴 向 的 
约束 力 。 因 此 ， 止 推 轴承 的 约束 力 常用 三 个 正 交 分 力 F,、F,、F, 来 表示 ， 如 图 
1-12c 所 示 。 





图 1-12 


(6) 球形 匀 链 ”将 固 结 于 构件 一 端的 球体 置 于 球 窝 形 的 支 座 内 ， 就 形成 了 
球形 贸 链 ， 简 称 球 铵 链 〈 见 图 1-13a)， 其 简 图 如 图 1-13b 所 示 。 球 铵 链 限 制 构件 


lid 
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端 部 球 心 的 移动 ， 但 不 能 限制 构件 绕 球 心 的 转动 。 其 约束 力 的 作用 线 通过 球 心 ， 
但 方向 一 般 不 能 预先 确定 ， 通 常用 三 个 正 交 分 力 来 表示 ， 如 图 1-13c 所 示 。 





4. 链 杆 约束 〈 二 力 杆 约束 ) 
两 端 用 光滑 铵 链 与 其 他 构件 
连接 且 不 计 自重 的 刚性 杆 称 为 链 pA 
杆 ， 常 被 用 来 作为 拉杆 或 撑 杆 构成 。 “2 , / 
链 杆 约 束 ， 如 图 1-14a 所 示 。 由 于 4 
链 杆 为 二 力 杆 ， 故 又 称 为 二 力 杆 约 a) b) 
束 。 显然 , 链 杆 约束 的 约束 力 方向 图 1-14 
必 沿 其 两 端 匀 链 中 心 的 连 线 ， 但 指 
向 一 般 不 能 预先 确定 ， 通 常 可 假设 为 拉力 ， 如 图 1-14b 所 示 。 链 杆 约束 为 双 面 约束 。 
5. 固定 端 约束 
物体 的 一 部 分 固 通 于 另 一 物体 所 形成 的 约束 称 为 固定 端 
约束 。 例 如 ， 输 电线 的 电 杆 、 房 屋 的 阳台 、 固 定 在 帮 架 上 的 和 一 一 一 
车 刀 等 所 受 的 约束 都 是 固定 端 约 束 。 固 定 端 约束 的 简 图 如 图 
1-15 所 示 。 固 定 端 约 东 限制 物体 的 所 有 位 黎 ， 由 于 其 约束 力 /和 一 
的 分 布 比 较 复杂 ， 需 要 加 以 简化 ， 因 此 ， 园 定 端的 约束 力 的 
表达 方式 将 在 第 四 章 中 介绍 。 图 1-15 





第 四 节 ”物体 的 受 力 分 析 


解决 力学 问题 时 ， 首 先 要 选取 研究 对 象 ， 然 后 分 析 研 究 对 象 的 受 力 情况 ， 
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并 作出 表明 其 受 力 情况 的 简 图 ， 这 个 过 程 称 为 物体 的 受 力 分 析 。 为 了 清晰 地 表 
示 物 体 的 受 力 情况 ， 需 要 取 分 离 体 ， 即 解除 研究 对 象 所 受 的 全 部 约束 ， 将 它 从 
周围 物体 中 分 离 出 来 ， 并 单独 画 出 其 简 图 。 在 分 离 体 的 简 图 上 作出 的 表示 其 受 
力 情况 的 力 和 撩 图 称 为 受 力图 。 正 确 地 对 物体 进行 受 力 分 析 并 作 受 力图 ， 是 分 析 、 
解决 力学 问题 的 基础 。 

物体 受 力 分 析 的 基本 步骤 为 : 

1) 选 定 研究 对 象 ， 并 取 分 离 体 。 

2) 在 分 离 体 简 图 上 画 出 研究 对 象 所 受 的 主动 力 。 

3) 根据 约束 类 型 及 其 他 有 关 静 力学 知识 画 出 研究 对 象 所 受 的 约束 力 。 
【 例 1-1]。 重力 为 王 的 球体 ， 在 A 处 用 绳索 系 在 墙 上 ， 如 图 1-16a 所 示 ， 试 画 出 球体 的 
受 力图 。 

解 : (1) 选取 研究 对 象 ” 选 取 球体 为 研究 对 象 ， 解 除 约 
束 ， 单独 画 出 其 简 图 。 

(2) 画 主 动力 ”主动 力 为 重力 P， 垂直 向 下 ， 作 用 点 在 
球 心 0， 

(3) 画 约束 力 “ 小 球 在 A 点 有 绳索 约束 ， 约 东 力 为 拉 “ 
力 所 ， 作 用 于 A 点 并 沿 绳索 背离 小 球 ; 在 B 点 有 光滑 接触 
面 约 束 ， 约 束 力 为 法 向 反 力 ,作用 于 接触 点 B 并 沿 接触 a) b) 
面 的 公法 线 指向 球体 。 图 1.16 

球体 的 受 力 图 如 图 1-16b 所 示 。 
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【 例 1-2】 梁 AB 左 端 为 固定 匀 支 座 ， 右 端 为 活动 鲜 支 座 ， 如 图 1]-17a 所 示 。 在 C 处 作 
用 一 集中 载荷 及， 深重 不 计 ， 试 作出 梁 AB 的 受 力图 。 





a) b) c) 
1-17 

解 : 1) 选取 研究 对 象 ” 选 取 梁 AB 为 研究 对 象 ， 解 除 约束 ， 单 独 画 出 其 简 图 。 

(2〉 画 主动 力 ”主动 力 为 已 知 集中 载荷 了。 

(3) 画 约 束 力 ”B 端 活 动 贸 支 座 的 约束 力 为 法 向 反 力 Fus ， 垂 直 于 支承 面 铅 重 向 上 ; A 
端 固 定 贸 支 座 的 约束 力 用 一 对 正 交 分 力 F。 、Fw 来 表示 。 梁 AB 的 受 力图 如 图 1-17b 所 示 。 

梁 AB 的 受 力图 还 可 以 画 成 如 图 1-17c 所 示 的 形式 。 根 据 三 力 平衡 汇 交 定理 , 已 知 力 FF 
与 Fws 的 作用 线 相交 于 点 马 ， 则 A 端的 约束 力 Fa 的 作用 线 必 汇 交 于 DD 点 ， 从 而 确定 Fs 一 定 
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沿 着 4、 吕 两 点 的 连 线 。 


【 例 1-3】 试 画 出 图 1-18a 所 示 简 支 刚 架 ACDB 的 受 力图 。 





图 1-18 
解 : (1) 选取 研究 对 象 ” 选 取 刚 架 ACDB 为 研究 对 象 ， 解 除 约束 ， 单 独 画 出 其 简 图 。 
《2) 画 主 动力 C 点 受 有 水 平 集中 载 苟 F，CD 段 受 有 均 布 载 荷 q。 
《3) 画 约 束 力 ”A 端 固定 铵 支 座 的 约束 力 用 一 对 正 交 分 力 Fa 、Fa 表示 ; B 端 活 动 匀 支 
座 的 约束 力 为 法 向 反 力 Fp。 
刚 架 ACDB 的 受 力图 如 图 1-18b 所 示 。 





【 例 1-4】 如 图 1-19a 所 示 ， 义 质 水平 梁 AB 用 斜 杆 CD 支撑 ，A、C、 三 处 均 为 光滑 
贸 链 连接 。 梁 AB 重 为 已 ， 其 上 放置 一 重 为 P; 的 电动 机 。 如 不 计 杆 CD 的 重力 ， 试 分 别 画 出 
斜 杆 CD 和 梁 AB (包括 电动 机 〉 的 受 力图 。 


FD 





a) b) 5) 
图 1-19 


解 ; 〈1) 画 斜 杆 CD 的 受 力 图 选取 斜 杆 CD 为 研究 对 象 ， 解 除 约束 ， 单 独 画 出 其 简 图 。 

由 于 斜 杆 的 自重 不 计 ， 且 只 在 C、D 两 处 受到 光滑 匀 链 约束 ， 因 此 杆 CD 为 二 力 杆 。 由 
此 可 确定 Fc 和 Fo 的 作用 线 应 沿 C、D 匀 链 中 心 的 连 线 ， 且 大 小 相等 、 方 向 相反 ， 即 Fc 一 
一 Fo 。 册 经 验 判断 ， 杆 CD 受 压力 ， 其 受 力 图 如 图 1-19b 所 示 。 如 果 Fc (Fp) 的 指向 不 能 预先 
判定 ， 通 常 可 先 假设 杆 件 受 拉 。 若 最 后 求 出 的 力 为 正 值 ， 即 说 明 原 假设 正确 ， 杆 件 受 拉 ; 若 
为 负 值 ， 则 表明 杆 件 实际 受 力 方向 与 原 假设 相反 ， 为 受 压 。 

《2) 画 梁 AB 包括 电动 机 》 的 受 力图 选取 梁 AB (包括 电动 机 ) 为 研究 对 象 ， 解 除 约 
束 ， 并 单独 画 出 其 简 图 。 
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依次 画 出 作用 于 其 上 的 主动 力 及 约束 力 : 它 受 有 Pl 、P, 两 个 主动 力 的 作用 ; 梁 在 贸 链 D 
处 受 有 二 力 杆 CD 给 它 的 约束 力 FB、 根据 作用 力 与 反作用 力 定律 辐 二 一 Fp， 即 即 与 Fp 
的 大 小 相等 、 方 向 相反 ; 梁 在 A 处 受到 固定 铵 支 座 约束 力 的 作用 ， 由 于 方向 未 知 ， 可 用 一 对 
正 交 分 力 FA: 、Fw 来 表示 。 

梁 AB (包括 电动 机 ) 的 受 力图 如 图 1-19c 所 示 。 





【 例 1-5】 ”如 图 1-20a 所 示 ， 三 铵 拱 由 左 、 右 两 半 拱 铵 接 而 成 ， 在 左 半 拱 AC 上 作用 有 和 集 
中 载荷 下 。 若 不 计 构件 自重 ， 试 分 别 画 出 该 结构 整体 和 各 个 构件 的 受 力图 。 





a) b) c) 
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d) e) f) 


解 : (1) 画 右 半 拱 BC 的 受 力图 选取 右 半 拱 BC 为 研究 对 象 ， 解 除 约束 并 单独 画 出 其 简 图 。 

画 出 作用 于 其 上 的 主动 力 与 约束 力 ， 由 于 拱 BC 自重 不 计 ， 且 只 在 B、C 两 处 受到 铵 链 约 
束 ， 因 此 为 二 力 构件 。 在 按 链 中 心 B、C 处 分 别 受到 大 小 相等 、 方 向 相反 的 Fs 、Fc 两 约束 力 
的 作用 ， 即 Fs = 一 Fc 。 其 受 力图 如 图 1-20b 所 示 。 

(2) 通 左 半 拱 AC 的 受 力图 选取 左 半 拱 AC 为 研究 对 象 ， 解 除 约束 并 单独 面 出 其 简 图 。 

依次 面 出 作用 于 其 上 的 主动 力 与 约束 力 : 由 于 拱 AC 自重 不 计 ， 因 此 主动 力 只 有 集中 载 
荷 F; 左 半 拱 AC 在 铵 链 C 处 受 有 约束 力 瑟 ， 屁 与 Fc 可 视 为 一 对 作用 力 与 反作用 力 ， 故 有 
Fc 二 一 Fc， 即 Fe 与 Fc 大 小 相等 、 方 向 相反 ; 在 人 A 处 受 有 固定 铵 支 座 的 约束 力 Ps ， 由 于 方 
向 未 定 ， 故 可 用 它 的 一 对 正 交 分 力 Fa 和 Fw 来 表示 。 其 受 力图 如 图 1-20c 所 示 。 

进一步 分 析 可 知 ， 由 于 左 半 拱 AC 在 FF、Fc 与 Fa 三 个 不 平行 力 的 作用 下 平衡 ， 故 可 根据 
三 力 平衡 汇 交 定理 确定 匀 链 A 处 约束 力 Fa 的 方向 。 设 点 也 为 F 和 Fc 作用 线 的 交点 ， 则 Fh 
的 作用 线 必 交 于 点 D， 指 向 可 任意 假定 ， 如 图 1-20d 所 示 。 

(3) 画 整 体 的 受 力 图 选取 整体 为 研究 对 象 ， 解 除 约 束 并 单独 画 出 其 简 图 。 

当 对 整体 进行 受 力 分 析 时 ， 由 于 铵 链 C 处 所 受 的 力 Fc 与 Fc 成 对 作用 在 系统 内 部 ， 
并 且 大 小 相等 、 方 向 相反 ， 对 整个 系统 的 作用 效应 相互 抵消 ， 因 此 在 受 力图 中 不 必 面 
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出 。 这 种 系统 内 部 的 作用 力 称 为 内 力 ; 而 系统 以 外 的 物体 对 系统 的 作用 力 ， 则 称 为 外 
力 。 在 受 力图 中 ， 只 需 画 出 外 力 ， 而 不 要 画 出 内 力 。 整 体 所 受 的 外 力 有 主动 力 『， 约 束 
力 Fa、Fas (或 FA) 和 Fs， 其 受 力图 如 图 1-20e (或 图 1-20f) 所 示 。 需 要 注意 ， 图 
1-20e (或 图 1-20f) 中 的 F4、Fs (或 忆 ) 和 Fs 应 与 半 拱 AC、BC 受 力 图 中 的 Fa、 
Fs，( 或 fA) 和 Fs 完全 一 致 。 





【 例 1-6】 ” 勾 质 圆柱 O 重 为 Pl， 由 重 为 P; 的 光滑 匀 质 板 AB、 绳 索 BE 和 光滑 墙壁 支 
持 ，A 处 是 固定 铵 链 支 座 ， 如 图 1-21a 所 示 。 试 画 出 阅 柱 O 与 板 AB 组 成 的 系统 的 受 力图 以 
及 圆柱 O 和 板 AB 的 受 力图 。 

解 : (1) 画 圆柱 O 与 板 AB 组 成 的 系统 
的 受 力图 “选取 圆柱 O 与 板 AB 组 成 的 系统 
为 研究 对 象 ， 解 除 约束 ， 单 独 画 出 其 简 图 。 

依次 画 出 作用 于 其 上 的 全 部 外 力 ， 主动 
力 户 、 PP 与 A、B., 旷 三 处 的 约束 力 。D 
处 的 约束 力 属于 内 力 ， 不 必 画 出 。 其 受 力图 
如 图 1-21b 所 示 。 

(2) 画 圆 柱 O 的 受 力图 选取 圆柱 O a) b) 
为 研究 对 象 ， 解 除 约束 ， 单 独 画 出 其 简 图 。 

依次 画 出 作用 于 其 上 的 主动 力 与 约束 
力 : 主动 力 为 圆柱 O 的 重力 P; 约束 力 为 
在 D、 瓦 两 处 受到 的 光滑 接触 面 的 法 向 反 力 
Frp、Fwn。 这 三 个 力 的 作用 线 汇 交 于 球 心 
O， 如 图 1-21c 所 示 。 

(3) 画板 AB 的 受 力图 选取 板 AB 为 
研究 对 象 ， 解 除 约束 ， 单 独 画 出 其 简 图 。 5) 

依次 画 出 作用 于 其 上 的 主动 力 与 约束 图 1-21 
力 : 板 AB 受 主动 力 Ps 的 作用 ; 在 DD 处 受 
圆柱 O 对 它 的 法 向 反 力 Fw 的 作用 ， 显 然 Ftp 与 Fw 是 一 对 作用 力 与 反作用 力 ， 其 大 小 相等 、 
方向 相反 ， 即 有 Fv = 一 Fwp; 在 处 受 绳索 拉力 Fr 的 作用 ;固定 铵 支 座 A 处 的 约束 力 用 
一 对 正 交 分 力 Fa: 和 Fo 表示 。 其 受 力图 如 图 1-21d 所 示 。 

综 上 所 述 ， 在 对 物体 进行 受 力 分 析 、 画 受 力图 时 必须 注意 以 下 几 点 : 

: 1) 明确 研究 对 象 并 取 分 离 体 。 根 据 需 要 ， 可 取 单 个 物体 为 研究 对 象 ， 也 
: 可 取 由 几 个 物体 组 成 的 系统 为 研究 对 象 。 不 同 研究 对 象 的 受 力图 是 不 同 的 。 
2) 搞 清 研究 对 象 受 力 的 数目 ， 既 不 要 多 画 又 不 要 漏 画 。 由 于 力 是 物 
体 间 的 相互 机 械 作 用 ， 因 此， 必须 清楚 ， 每 一 个 力 既 有 施 力 者 、 又 有 受 
力 者 。 一 般 应 先 通 已 知 的 主动 力 ， 再 画 未 知 的 约束 力 。 
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3) 正确 表达 约束 力 。 凡 是 研究 对 象 与 周围 其 他 物体 接触 的 地 方 ， 都 
一 定 存 在 着 约束 力 。 约 束 力 的 表达 方式 应 根据 约束 的 类 型 来 确定 。 画 受 
力图 时 采用 解除 约束 代 之 以 力 的 方法 ， 受 力图 上 不 能 再 带 上 约束 。 

4) 正确 表达 作用 力 与 反作用 力 之 间 的 关系 。 分 祈 两 物体 间 相 互 作用 
时 ， 应 遵循 作用 力 与 反作用 力 定律 。 作 用 力 的 方向 一 经 假定 ， 反 作用 力 
的 方向 则 必须 与 之 相反 。 

5) 受 力图 上 只 画 外 力 ， 不 画 内 力 。 在 画 物 体系 统 的 受 力图 时 ， 由 于 
内 力 成 对 出 现 ， 组 成 平衡 力 系 ， 因 此 不 必 画 出 。 一 个 力 是 属于 外 力 还 是 
内 力 ， 可 能 因 研 究 对 象 的 不 同 而 不 同 。 当 将 物体 系统 拆 开 来 分 析 时 ， 系 
统 中 的 有 些 内 力 就 会 成 为 作用 在 拆 开 的 物体 上 的 外 力 。 

6) 同一 物体 系统 中 各 研究 对 象 的 受 力 图 必须 协调 一 致 。 同 一 力 在 不 
同 的 受 力 图 中 的 表示 应 完全 相同 。 某 处 的 约束 力 一 旦 确定 ， 则 无 论 是 在 
整体 、 局 部 还 是 单个 物体 的 受 力图 上 ， 该 约束 力 的 表示 必须 完全 一 致 ， 
不 能 相互 矛盾 。 

7) 正确 判断 二 力 构 件 。 由 于 二 力 构 件 上 两 个 力 的 方向 可 以 根据 二 力 
平衡 公理 确定 ， 从 而 简化 受 力 图 ， 因 此 二 力 构 件 的 正确 判断 对 于 受 力 分 
析 意 义 重 大 。 
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复习 思考 题 


1-1 刚体 上 A 点 的 作用 力 下 平行 移 到 另 一 点 B ( 见 思考 题 1-1 图 ) 
是 否 会 改变 原 力 对 刚体 的 作用 效应 ? 

1-2 能 否 说 合力 一 定 大 于 它 的 分 力 ? 为 什么 ? 

1-3 凡 两 端 用 铵 链 连 接 的 杆 都 是 二 力 杆 吗 ? 

1-4 为 什么 说 力 是 矢量 ? Fl 一 瑟 和 户 二 Fz 两 式 所 代表 的 意义 相 ”思考 题 1-1 图 
同 吗 ? 为 什么 ? 

1-5 什么 是 力 系 的 简化 ”什么 是 力 系 的 合成 ? 两 者 的 关联 与 区 别 何在 ? 

1-6 “如果 作用 于 刚体 同一 平面 内 的 三 个 力 的 作用 线 汇 交 于 一 点 ， 此 刚体 是 否 一 定 处 于 平 
衡 状 态 ? 

1-7 ”应 根据 什么 原则 来 确定 约束 力 的 方向 ? 约束 有 了 哪 几 种 基本 类 型 ? 其 约束 力 应 如 何 
表示 ? 

1-8 什么 是 平衡 二 力 ? 什么 是 作用 力 与 反作用 力 ? 二 者 如 何 区 分 ? 

1-9 在 静 力 学 公理 及 其 推论 中 ， 哪 些 只 适用 于 刚体 ? 
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1-10 ”两 个 共 点 力 可 以 合成 为 一 个 力 ， 合 力 和 失 可 根据 平行 四 边 形 法 则 唯一 确定 。 反 之 ， 
将 已 知 的 一 个 力 分 解 为 两 个 力 ， 则 其 两 分 力 是 否 可 以 唯一 确定 ? 

1-11 受 力 分 析 时 为 什么 一 定 要 取 分 离 体 ? 其 意义 何在 ? 

1-12 为 什么 受 力图 中 不 
画 内 力 ? 

1-13 梯子 由 AC 和 BC 两 
部 分 构成 ,在 A 点 和 B 点 分 别 
作用 有 力 F, 和 F。( 见 思考 题 
1-13 图 a)。 试 问 是 否 可 以 根据 
力 的 可 传 性 ,将 力 本 移 至 B 3) b) 
点 、 将 力 配 移 至 A 点 ( 见 思考 思考 题 1-13 图 
题 1-13 图 b)? 为 什么 ? 





习 题 
1-1 通 出 习题 1-1 图 中 物体 A 或 AB 的 受 力 图 。 题 图 中 未 画 重力 的 各 物体 的 自重 不 计 ， 
所 有 接触 处 均 为 光滑 接触 。 
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A 
C 
Pp 
A C B 
Pp B 
m) n) o) 
习题 1-1 图 ( 续 ) 


1-2 画 出 习题 1-2 图 中 各 物体 系统 中 指定 物体 的 受 力 图 。 题 图 中 未 画 重力 的 各 物体 的 自 
重 不 计 ， 所 有 接触 处 均 为 光滑 接触 。 





b) 48B; CD; 整体 c) 45; CD; 整体 


F 
© F 





e) 4C; BC; 整体 f) 48; 4C; 整体 





g) 4B; CD; 整体 








1) 4C; BC; 整体 
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CG D 





m) 48B; CD; 整体 n) 4B; CD; 整体 0) A4D; BD; 束 体 





并 
t) 48; 圆 轮 C ; 48 连 同 圆 轮 C u) 起 重 架 48C 








Vv) 凸轮 轴 4C 
习题 1-2 图 ( 续 ) 


各 力 的 作用 线 都 位 于 同一 平面 内 且 汇 交 于 同一 点 的 力 系 称 为 平面 汇 交 力 系 。 
本 章 主要 研究 平面 汇 交 力 系 的 合成 与 平衡 问题 。 








第 一 节 ”平面 汇 交 力 系 合成 与 平衡 的 几何 法 


一 、 平 面 汇 交 力 系 合成 的 几何 法 


设 刚体 上 作用 一 平面 汇 交 力 系 FI、F,、Fs、F,， 各 力作 用 线 汇 交 于 点 A 
( 见 图 2-1a)， 先 由 力 的 可 传 性 ， 将 各 力 的 作用 点 沿 其 作用 线 移 至 汇 交 点 A; 然 
后 连续 应 用 力 的 三 角形 法 则 将 各 力 依次 两 两 合成 ， 具 体 过 程 如 图 2-lb 所 示 : 首 
先 将 五 与 Fs 首尾 相连 作 力 三 角形 ， 求 出 其 合力 Fr ; 再 作 力 三 角形 求 出 Fr 与 
F, 的 合力 Fs ; 最 后 作 三 角形 合成 Fez 与 F， 得 到 的 Fk 即 为 该 力 系 的 合力 矢 。 
由 图 2-1b 可 知 ， 在 求 合 力 矢 Fr 时 ， 实 际 上 不 必 画 出 Fk 、Frs ， 而 只 需 将 各 分 
力 和 撩 F1、F; 、Fs 和 总 依次 首尾 相连 ,构成 一 个 开口 力 多 边 形 ， 由 该 开口 力 多 
边 形 的 始点 a 指向 终点 e 的 封闭 边 矢 量 即 为 其 合力 和 撩 Fe 。 这 种 求 合 力 和 撩 的 几何 
作 图 方法 称 为 力 多 边 形 法 则 。 比 较 图 2-1b 与 图 2-1c 可 知 ， 若 改变 各 力 的 合成 次 
序 ， 力 多 边 形 的 形状 也 将 改变 ， 但 封闭 边 ， 即 合力 和 撩 Fr 则 完全 相同 。 








显然 ， 上 述 方法 可 推广 到 由 n 个 力 组 成 的 任 一 平面 汇 交 力 系 ， 故 有 结论 : 
平面 汇 交 力 系 的 合成 结果 为 一 个 合力 ， 合 力 的 作用 线 通 过 汇 交 点 ， 合 力 的 大 小 
和 方向 可 由 各 分 力 依次 首尾 相连 构成 的 力 多 边 形 的 封闭 边 矢 量 确定 。 它 们 的 矢 
量 关系 式 为 
Fr 一 机 十 丈 十 … 十 本 = DF, C2-1) 
即 合力 矢 Fs 等 于 各 分 力 矢 F; 的 矢量 和 。 


二 、 平 面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 


由 于 平面 汇 交 力 系 可 以 等 效 为 一 个 合力 ， 因 此 ， 平 面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 

且 充分 条 件 为 其 合力 为 零 ， 即 
Fr = OF,=0 (2-2 ) 

根据 力 多 边 形 法 则 ， 合 力 为 零 意 味 着 力 多 边 形 封闭 边 长 度 为 零 ， 故 有 结论 : 
平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 且 充 分 的 几何 条 件 为 其 力 多 边 形 自行 封闭 。 

利用 上 述 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 ， 可 以 通过 几何 作 图 的 方法 来 求解 
平面 汇 交 力 系 的 平衡 问题 。 具 体 方法 为 : 先 按 选 定 的 比例 尺 将 各 分 力 依次 首尾 
相连 ， 画 出 封闭 的 力 多 边 形 ; 然后 ， 按 所 选 比例 尺 量 得 待 求 未 知 量 ， 或 根据 图 
形 的 几何 关系 ， 利 用 三 角 公 式 算出 待 求 未 知 量 。 由 作 图 规则 可 知 ， 待 求 的 未 知 
量 不 应 超过 两 个 。 

【 例 2-1] 如 图 2-2a 所 示 ， 圆 柱 O 重 P 二 500 N， 放 置 在 墙 面 与 夹板 之 间 。 夹 板 与 墙 面 
夹 角 为 60°。 若 接触 面 是 光滑 的 ， 试 分 别 求 出 圆柱 给 墙 面 和 夹板 的 压力 。 





图 2-2 


解 :(1) 选取 研究 对 象 ” 选 取 圆 柱 O 为 研究 对 象 。 

(2) 画 出 圆柱 O 的 受 力图 “作用 于 圆柱 O 上 的 主动 力 有 重力 P， 约 束 力 有 墙 面 和 夹板 对 
圆柱 的 法 向 反 力 Fa 和 Fs。 三 力 组 成 平面 汇 交 力 系 ， 如 图 2-2b 所 示 。 其 中 ， 只 有 两 个 未 知 量 
Fs 与 Fs 的 大 小 待 求 。 

(3〉 作 封闭 的 力 三 角形 ”根据 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 ， 这 三 个 力 应 组 成 一 个 封闭 
的 力 三 角形 。 选 择 适 当 的 比例 尺 ， 先 从 任 一 点 a 画 已 知 力 矢 必 = P， 接 着 从 力 矢 PP 的 末端 5 
作 直 线 平 行 于 FA ， 过 力 矢 王 的 始 端 a 作 直线 平行 于 Fs ， 二 直线 交 于 点 <， 从 而 构成 一 封闭 的 
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力 三 角形 abc， 如 图 2-2c 所 示 。 
(4) 确定 未 知 量 在 力 三 角形 abc 中 ， 线 段 bc 和 ca 的 长 度 分 别 代 表 力 Fa 和 Fs 的 大 小 ， 
按 选 定 的 比例 尽 即 可 直接 量 得 。 或 者 利用 三 角 函 数 ， 易 得 Fa。 和 Fs 的 大 小 分 别 为 
Fs = Ptan 30°= 500 NXtan30"= 288.7 N 


__P _ S00N 
cos 30” cos 30” 


这 里 的 了 和 Fe 分 别 为 墙 面 和 夹板 作用 在 圆柱 上 的 约束 力 ， 根 据 作 用 力 与 反作用 力 的 关 
系 ， 圆 柱 给 墙 面 和 夹板 的 压力 分 别 与 FA 和 Fs 大 小 相等 ， 方 向 相反 。 

由 上 例 可 知 ， 用 几何 法 求解 平面 汇 交 力 系 平衡 问题 的 步骤 为 : 
1) 根据 题 意 ， 选 取 适 当 的 平衡 物体 为 研究 对 象 。 
; 2) 对 研究 对 象 进行 受 力 分 析 ， 画 出 受 力图 。 
: 3) 选择 适当 的 比例 尺 ， 将 研究 对 象 上 的 各 个 力 依次 首尾 相连 ， 作 出 
: 封闭 的 力 多 边 形 。 作 图 时 应 从 已 知 力 开始 ， 根 据 矢 序 规则 和 封闭 特点 ， 
就 可 以 确定 未 知 力 的 方位 与 指向 。 

4) 按 选 定 的 比例 尺 量 取 未 知 量 ， 或 者 利用 三 角 函 数 求 出 未 知 量 。 
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第 二 节 平面 汇 交 力 系 合成 与 平衡 的 解析 法 


一 、 力 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 


如 图 2-3 所 示 ， 在 力 下 所 在 平面 内 建立 直角 坐标 系 Ozy。 由 力 矢 下 的 始 端 
A 和 末端 B 分 别 向 z 轴 、y 轴 作 垂 线 ， 得 垂 足 au 、 访 ， 
和 as 、b;， 所 得 线段 aib! 和 azb2 分 别称 为 力 F 在 zx 


B 
轴 和 yy 轴 上 的 投影 ， 记 作 ,和 下 ,。 并 规定 : 力 和 撩 F 
的 始 端 垂 足 ai(as ) 至 末端 垂 足 bi (bs ) 的 指向 与 2Z(y) 轴 ba 





指向 一 致 时 ， 投 影 FF,) 取 正 值 ; 反之 , 取 负 值 。 ” 7 忌 
设 力 下 与 了 、y 轴 正 方向 之 间 的 夹 角 分 别 为 a、8 由- 
( 见 图 2-3)， 则 根据 上 述 定义 ， 力 正在 z、y 轴 上 的 投 加 
影 的 表达 式 分 别 为 
F, = pe (2.3) 
F, = Fcosp 


即 力 在 某 轴 上 的 投影 等 于 力 的 大 小 乘 以 力 与 该 轴 正 向 间 夹 角 的 余弦 。 在 实际 运 


Ht 
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算 中 ， 通 常 可 取 力 与 坐标 轴 间 的 锐角 来 计算 投影 大 小 ， 而 通过 观察 来 直接 判定 
投影 的 正 负 号 。 

反之 ， 如 果 已 知 力 五 在 z、y 轴 上 的 投影 下 ,、F,， 则 该 力 的 大 小 和 方向 余 
弦 分 别 为 


F = VRTF (2-4) 

cosa 二 宇 ， cosB = 忌 (2-5 ) 

需要 特别 指出 的 是 ， 力 在 坐标 轴 上 的 投影 与 分 力 是 两 个 不 同 的 概念 ， 力 在 

坐标 轴 上 的 投影 是 代数 量 ， 而 分 力 则 是 矢量 。 在 直角 坐标 hn 

系 中 ， 力 在 某 轴 上 的 投影 与 力 沿 该 轴 的 分 力 的 大 小 相等 ， ; 
投影 的 正 负 号 则 与 该 分 力 的 指向 对 应 ， 它 们 之 间 的 关系 可 。 相 | ee 

表达 为 > 
五 =F,+F, = FitF,) (2-6 ) ps4 Nas 


式 中 ，i、j 分 别 为 沿 z、y 轴 正 向 的 单位 矢量 〈 见 图 2-3)。 
【 例 2-2】 已 知 平面 内 四 个 力 , 其 中 所 = Fi 二 6 kN, Fs = 
Ri 一 4kN， 各 力 的 方向 如 图 2-4 所 示 ， 试 分 别 求 出 各 力 在 z 轴 和 y 
轴 上 的 投影 。 
解 : 根据 定义 ， 各 力 在 xz 轴 和 y 轴 上 的 投影 分 别 为 





下 一 一 Picos60 一 一 6 KNX 过 一 一 3kKN， Fi,= Fsin60= 6KNx 交 = 5. 20 kN 
Fa =0, Fz,= —F, 一 一 6kN 


Fs = Fosin30°=4kNX 寺 =2kKN， Fs = Facos 30°= 4kNXR = 3.46 kN 


Fs = Fucos 45°= 4 kNx 如 = 2.83 kN， Fw 一 一 Fisin45 一 一 4 kNx 迪 -- 一 2. 83 kN 

















二 、 合 力 投影 定理 "1 
由 图 2-5 不 难看 出 ， 合 力 在 某 一 轴 上 的 投影 ， 
等 于 它 的 各 分 力 在 同一 轴 上 投影 的 代数 和 ， 即 
之 | (2-7 ) 
Fe, 一 2 Fs 
这 称 为 合力 投影 定理 。 合 力 投影 定理 建立 了 合 加 
力 投影 与 分 力 投 影 之 间 的 关系 。 2 0 


图 2-5 
三 、 平 面 汇 交 力 系 合成 的 解析 法 


利用 合力 投影 定理 ， 可 以 用 解析 法 来 求 平面 汇 交 力 系 的 合力 。 具 体 方法 为 : 


al 
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先 计算 出 各 分 力 FF 在 x、y 轴 上 的 投影 下 ;; 、F, ;然后 根据 合力 投影 定理 计算 出 
合力 Fr 在 x、y 轴 上 的 投影 Fw、Fn,; 最 后 由 式 (2-4) 与 式 〈2-5) 分 别 确定 
合力 的 大 小 与 方向 余弦 ， 即 











Fr = VBE TER, =MO PF,) +O F,) (2-8 ) 
F > Fu F DF 
cosa 一 Fr = cosB = Fr 一 去 (2-9 ) 


【 例 2-3】 试 求 图 2-6 所 示 平 面 汇 交 力 系 的 合力 ， 已 知已 = 200 N、F2 二 300 N、 
F 一 100N、P =250N， 各 力 方 向 如 图 所 示 。 











图 2-6 
解 : (1) 计算 合力 的 投影 ”由 合力 投影 定理 ， 得 合力 的 投影 
Fr 一 DF = Ficos30°— Fzcos 60° — Fscos 45" 十 Ficos45" = 129.3 N 
Fx, = DF, = Fsin30°+ Fzsin60°— Fssin 45°— Fisin 45° = 112.3N 


(2) 确定 合力 的 大 小 和 方向 ”根据 式 〈2-8) 和 式 〈2-9)， 得 合力 Fr 的 大 小 和 方向 余弦 
分 别 为 


Fe = MEE TH, = MD Fe (OOF,) = V179 3 于 1 了 N 一 171.3N 


Fe _ DF _ 129.3 




















COSa FR Pw 171 3 0.755 
Fi 
C088 一 Pe — 2 ll2.3 0. 656 











Fr FR 171.3 
由 方向 余弦 即 得 合力 Fr 与 +、y 轴 的 正方 向 之 间 的 夹 角 分 别 为 a 一 41.0"、B 二 49.0"。 合 力 
Fr 的 作用 线 通 过 力 系 的 汇 交 点 O 〇 ( 见 图 2-6)。 

四 、 平 面 汇 交 力 系 平衡 的 解析 条 件 . 平衡 方程 


据 前 所 述 ， 平 面 汇 交 力 系 平 衡 的 必要 且 充 分 条 件 为 力 系 的 合力 等 于 零 ， 根 
据 式 (2-8)， 即 有 





Fr =VCOF) + F,) 一 0 
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欲 使 上 式 成 立 ， 必 须 同时 满足 


PFs 一 0 
《2-10 ) 
2 Fu 一 | 
即 平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 且 充 分 的 解析 条 件 为 : 力 系 中 所 有 各 力 分 别 在 两 个 
坐标 轴 上 投影 的 代数 和 同时 等 于 零 。 式 〈2-10) 称 为 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 。 
显然 ， 利 用 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 可 以 求解 两 个 未 知 量 。 在 列 平衡 方程 
时 ， 用 于 投影 的 坐标 轴 可 任意 选择 ， 以 方便 投影 为 好 ， 只 要 两 投影 轴 不 相互 平 
行 即 可 。 
【 例 2-4】 重 己 一 5kN 的 电动 机 放 在 水 平 梁 4AB 的 中 央 ， 梁 的 A 端 受 固定 匀 支 座 的 约 
东 ， 召 端 以 撑 杆 BC 支持 ， 如 图 2-7a 所 示 。 若 不 计 粱 与 撑 杆 自重 ， 试 求 撑 杆 BC 所 受 的 力 。 


{ 














a) b) 
图 2-7 


解 : (1) 选取 研究 对 象 ”选取 AB 梁 (包括 电动 机 ) 为 研究 对 象 。 

(2) 画 受 力图 作出 AB 梁 的 受 力图 如 图 2-7b 所 示 ， 其 中 撑 杆 BC 为 二 力 杆 ， 它 对 AB 
梁 的 约束 力 Fgc 的 指向 按 BC 杆 受 压 确定 ; 固定 匀 A 的 约束 力 Fa 的 方位 由 三 力 平衡 汇 交 定理 
确定 ， 指 向 任意 假设 。Fac 、F 与 电动 机 重力 P 三 力 构 成 一 平面 汇 交 力 系 ， 其 中 只 有 Fc 与 
Fa 的 大 小 这 两 个 要 素 未 知 。 

(3) 列 平衡 方程 ”选取 图 示 坐 标 系 ， 注 意 到 Fs 与 AB 的 夹 角 也 为 30"， 建 立 平衡 方程 

DF, 一 0， Facos 30" 十 Faccos30" 一 0 
DF,=0, —Fasin30°+Fscsin30"—P=0 
(4) 求解 未 知 量 ” 联 立 上 述 两 平衡 方程 ， 解 得 
Fgc=—Fa=P=5kN 
所 得 Fg 为 正 值 ， 表 示 其 假设 方向 与 实际 方向 相同 ， 即 撑 杆 BC 受 压 ; 而 Fs 为 负 值 ， 则 表明 
其 假设 方向 与 实际 方向 相反 。 





【 例 2-5】 重力 P 一 20 kN 的 重 物 ， 用 钢丝 绳 挂 在 铵 车 DD 与 滑轮 B 上 ， 如 图 2-8a 所 示 。 
A、B、C 处 均 为 光 背 匀 链 连接 。 关 钢 丝 强 、 杆 和 滑轮 的 自重 不 计 ， 并 和 忽 上 略 滑轮 尺寸 ， 试 求 系 
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统 平衡 时 杆 AB 和 BC 所 受 的 力 。 


HB 








a) b) c) 
图 2-8 
解 : 〈1) 选取 研究 对 象 ”由 于 AB、BC 两 杆 都 是 二 力 杆 ， 其 所 受 的 力 与 两 杆 对 滑轮 的 约 
束 力 是 作用 力 与 反作用 力 的 关系 ， 因 此 ， 可 选取 滑轮 B 为 研究 对 象 ， 只 要 求 出 两 杆 对 滑轮 的 
约束 力 即 可 。 
(2) 画 受 力图 如 图 2-8b 所 示 ， 作 用 于 滑轮 上 的 力 有 钢丝 强 的 拉力 Fl 和 FF ， 其 中 扎 一 
Fi 一 P; 杆 AB 和 BC 对 滑轮 的 约束 力 Fa 和 Fa: ， 其 中 Fa 和 Fa 的 指向 分 别 按照 杆 AB 受 拉 、 
杆 BC 受 压 确 定 〈( 见 图 2-8c) 。 由 于 不 计 滑 轮 尺 寸 ， 故 这 些 力 构成 的 力 系 可 视 为 平面 汇 交 力 系 。 
《3) 列 平 衡 方程 ”选取 图 示 坐 标 系 ， 其 中 工 轴 的 方向 垂直 于 未 知 力 下 六 的 作用 线 。 这 样 ， 
在 每 个 平衡 方程 中 只 会 出 现 一 个 未 知 量 ， 从 而 避免 了 求解 联 立方 程 组 。 列 出 平衡 方程 如 下 : 
DIF, =0, — FmtFsin30 Fzsin60°=0 
> 已 一 0， Fgc— Fcos30°— Fcos60° 一 0 


(4) 求解 未 知 量 
由 平衡 方程 解 得 
Faa = —0.366P = —7.3kN, Fg = 1.366P = 27.3 kN 
所 得 Fa 为 负 值 ， 表 示 其 假设 方向 与 实际 方向 相反 ， 即 杆 AB 受 压 ; Fa 为 正 值 ， 表 示 其 假设 
方向 与 实际 方向 相同 ， 即 杆 BC 也 受 压 。 


【 例 2-6】 如 图 2-9a 所 示 , 已 知 P = 
534N， 求 使 两 根 绳索 AC、BC 始终 保持 张 
紧 所 需 力 F 的 取 值 范围 。 

解 : (1) 选取 研究 对 象 ”选取 节点 C 
为 研究 对 象 。 

(2) 画 爱 力图 节点 C 受 主动 力 F、P 
以 及 强 索 张力 Fac 、Fe 的 作用 ， 这 四 力 构 
成 一 平面 汇 交 力 系 ， 如 图 2-9b 所 示 ， a) b) 

(3) 列 平衡 方程 ”选取 图 示 坐 标 轴 ， 图 2-9 
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列 平衡 方程 
DPF: =0, Fx—Fsc— Fcsin30—0 
DF, =0，FX 生 一 P 二 Fuecos30" 一 0 
(4) 求解 未 知 量 ”由 上 述 平 衡 方程 ， 解 得 绳索 张力 
2 4 3 1 4 
Fe = 启 (P 一 寺中 )， Fec 一 言 F 一 到 (P 一 寺 P) 
为 使 两 根 绳索 始终 保持 张 紧 ， 则 应 有 Fw 二 0 且 Fa 二 >0， 即 有 
P- 人 F>0 上 且 PF- 万 (PF) >0 
由 此 得 到 力 下 的 取 值 范围 为 





290.3 N=F< 667.5N 


【 例 2-7】 简易 压榨 机 由 两 端 匀 接 的 杆 AB、BC 和 压板 DD 组 成， 如 图 2-10a 所 示 。 已 知 


AB = BC， 杆 的 倾角 为 ， 召 点 所 受 铅 垂 压力 为 下 。 若 不 计 各 构件 的 自重 与 各 处 摩擦 ， 试 求 
水 平 压 榨 力 的 大 小 。 








a) 
图 2-10 


解 : 1) 先 选取 销 钉 B 为 研究 对 象 ， 注意 到 杆 AB 与 BC 均 为 二 力 杆 ， 其 受 力图 如 
图 2-10b 所 示 。 建 立 图 示 坐 标 系 ， 列 平衡 方程 


DF 二 0， Fapcosa— Faccosa 一 0 


DF, 一 0， Fasingt+ Fgcsing—F=0 
解 得 


2) 再 选取 压板 D 为 研究 对 象 、 其 受 力 图 如 图 2-10c 所 示 。 列 出 在 图 示 z 轴 上 投影 的 平衡 
方程 


DF 一 0， Fpccosa—F1 =0 


注意 到 Fic 一 Fac 一 2， 即 得 水 平 压榨 力 Fl 的 大 小 为 


= 上 上 
f= 2 Cota 


利用 平衡 方程 求解 平衡 问题 的 方法 称 为 解析 法 ， 它 是 求解 平衡 问题 的 主要 
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方法 。 由 上 述 例 题 可 知 ， 用 解析 法 求解 平衡 问题 的 过 程 可 归纳 为 下 列 四 个 步 又; 

(1) 选 研究 对 象 ” 适 当地 选取 研究 对 象 。 选 取 研 究 对 象 的 一 般 原则 
为 : 所 选取 物体 上 既 包 含 已 知 力 又 包含 待 求 的 未 知 力 ; 先 选 受 力 情况 较 
为 简单 的 物体 ， 再 选 受 力 情 况 相 对 复杂 的 物体 ; 选取 的 研究 对 象 上 所 包 
含 的 未 知 量 的 数目 一 般 不 要 超过 相应 力 系 的 独立 的 平衡 方程 的 数目 。 

《2) 画 受 力图 按照 第 一 章 介 绍 的 方法 ， 对 所 选取 的 研究 对 象 进行 
受 力 分 析 ， 画 出 受 力图 。 很 显然 ， 受 力图 是 计算 的 基础 ， 不 容许 出 现任 
何 差错 。 

《3) 列 平衡 方程 ”选取 坐标 轴 ， 列 平衡 方程 。 在 选取 坐标 轴 时 ， 应 
使 尽 可 能 多 的 未 知 力 与 坐标 轴 垂 直 ， 同 时 还 要 便于 投影 。 

(4) 求 未 知 量 解 方程 ， 求 出 未 知 量 。 


[TSE 21: LT Sole ETD TSD ELD TED ILSD STD TTD 41E :2D ELD Te: LD 2:7eD 31: STD 2D 32 2 ST TD TS ED TD TD A SskD Lh 42D A 4 


ooo0o@o0 
oooe@o 


o% 


OOO OOO oo0@0 
BE FEE TT TEE ITD EEE TLD EE ELS 


oo@oo@coo@oc 多 DO 多 


PT ET LT TE 


复习 思考 题 


2-1 若 力 Fi、F 在 同一 轴 上 的 投影 相等 ， 问 这 两 个 力 是 否 一 定 相 等 ? 

2-2 试 分 别 计算 思考 题 2-2 图 a、b 所 示 两 种 情况 下 ， 力 五 在 两 坐标 轴 上 的 投影 以 及 沿 
两 坐标 轴 的 分 力 ， 并 说 明 在 这 两 种 情况 下 ， 投 影 与 分 力 的 联系 与 区 别 。 

2-3 用 力 多 边 形 法 则 求 合力 时 ， 各 分 力 的 次 序 可 以 变更 吗 ? 

2-4 用 几何 法 求解 平面 汇 交 力 系 平衡 问题 的 理论 依据 是 什么 ? 

2-5 用 解析 法 求解 平面 汇 交 力 系 平衡 问题 的 理论 依据 是 什么 ? 

2-6 ”用 解析 法 求 平面 汇 交 力 系 的 合力 时 ， 选 取 不 同 的 直角 坐标 轴 ， 所 得 合力 是 否 
相同 ? 

2-7 用 解析 法 求解 平面 汇 交 力 系 的 平衡 问题 时 ， 两 投影 轴 是 否 一 定 要 相互 重 直 ? 

2-8 ”刚体 上 A、B、C 三 点 分 别 作用 有 三 个 力 五 、F。 、F;， 其 指向 如 思考 题 2-8 图 
所 示 。 若 这 三 力 构 成 的 力 三 角形 自行 封闭 ， 试 问 该 刚体 是 否 平衡 ? 





思考 题 2-2 图 思考 题 2-8 图 
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习 题 


2-1 试 分 别 求 出 习题 2-1 图 中 各 力 在 工 轴 和 >y 轴 上 的 投影 。 

2-2 锦 接 薄 钢 板 在 孔 A、B、C、DD 处 受 四 个 力作 用 ， 筷 间 尺 寸 如 习题 2-2 图 所 示 《图 中 尺寸 
单位 为 cy)。 已 知 ; 五 二 50 N、 五 二 100N、Fs = 二 150 N、F 玉 == 220 N, 试 求 此 平面 汇 交 力 系 的 
合力 。 


2 


Fs = 500N Ff = 1000N 









































F; = 750 N = 800N 
习题 2-1 图 习题 2-2 图 


2-3 ”如 习题 2-3 图 所 示 , 已 知 F = 150N、PF = 200N、 本 = 250N、F 一 100 N。 
试 分 别 用 几何 法 和 解析 法 求 其 合力 Fk 。 

2-4 如 习题 2-4 图 所 示 ， 铵 盘 厂 以 匀速 起 吊 一 重 P 二 20 kN 的 物体 ， 若 不 计 杆 与 滑轮 自 
重 ， 并 忽略 滑轮 尺寸 ， 试 求 AB、BC 两 杆 所 受 的 力 。 





习题 2-3 图 习题 2-4 图 
2-5 在 习题 2-5 图 所 示 刚 架 的 点 B 作 用 一 水 平 力 FF， 刚 架 重 量 略 去 不 计 ， 试 求 支 座 A、 
品 的 约束 力 。 
2-6 在 习题 2-6 图 所 示 构 架 中 , 已 知 P 二 10 kN， 若 不 计 各 杆 自重 ， 试 求 BC 杆 所 受 的 
力 以 及 贸 支 座 A 的 约束 力 。 


FB C 














习题 2-5 图 习题 2-6 图 
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2-7 “习题 2-? 图 所 示 管 道 支架 由 杆 4B 与 CD 构成 ， 管 道 通过 绳索 悬挂 在 水 平 杆 4B 的 B 
端 ， 每 个 支架 负担 的 管道 重 为 2 kN。 车 不 计 杆 重 ， 试 求 杆 CD 所 受 的 力 和 镁 支 座 A 的 约束 力 。 

2-8 ”如 习题 2-8 图 所 示 ， 边 长 为 a 的 直角 弯 杆 ABC 的 A 端 为 固定 铵 支 座 ，C 端 与 杆 CD 
用 铵 链 连 接 。 已 知 洛 BC 方向 的 水 平 作用 力 下 = 60 kKN， 杆 CD 与 水 平 线 的 夹 角 为 60"。 忽 略 
各 杆 重量 ， 试 求 铵 支 座 A 和 匀 链 C 的 约束 力 。 





习题 2-7 图 习题 2-8 图 


2-9 在 习题 2-9 图 所 示 三 角 支 架 的 铵 链 如 上 ， 巧 挂 重 物 忆 = 50 kN。 不 计 杆 件 自重 ， 试 
求 杆 4AB、BC 所 受 的 力 。 

2-10 ”如 习题 2-10 图 所 示 ， 用 杆 AB 和 AC 贸 结 后 吊 起 重 物 已 。 不 计 杆 件 自重 ， 试 求 杆 
AB、AC 所 受 的 力 。 





习题 2-9 图 习题 2-10 图 


2-11 四 杆 机 构 ABCD 如 习题 2-11 图 所 示 ， 在 节点 B、C 上 分 别 作用 有 力 F 、F; ， 在 图 
示 位 置 处 于 平衡 状态 。 若 不 计 各 杆 自重 ， 试 确定 Fl 和 Fs 之 间 的 关系 。 

2-12 如 习题 2-12 图 所 示 ， 将 两 个 相 辣 的 光滑 圆柱 放 在 矩形 槽 内， 两 圆柱 的 半径 7 一 
20 ecm， 重量 PP 二 600 N。 试 求 出 接触 点 A、B、C 处 的 约束 力 。 





习题 2-11 图 
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2-13 习题 2-13 图 所 示 为 夹具 中 所 用 的 增 力 机 构 ， 已 知 推力 Fl 和 杆 AB 的 水 平 倾角 a。 
不 计 各 构件 自重 ， 试 求 夹 紧 时 夹 紧 力 Fz 的 大 小 以 及 当 a 一 10" 时 的 增 力 倍数 Fz /Fi 。 





习题 2-13 图 


2-14 ”如 习题 2-14 图 所 示 ， 三 贸 门 式 刚 架 受 集中 力 FF 的 作用 。 不 计 构 件 自重 ， 试 求 图 示 
a、b 两 种 情况 下 贸 支 座 A、B 的 约束 力 。 











a) b) 
习题 2-14 图 


2-15 如 习题 2-15 图 所 示 ， 已 知 匀 质 杆 4 召 重 为 已 、 长 为 2， 在 召 端 用 跨 过 滑轮 的 绳索 吊 
起 ， 绳 索 的 末端 有 重 为 Pi 的 重 物 。 设 A、C 两 点 在 同一 铅 垂 线 上 ，AC = AB， 并 不 计 滑轮 
尺寸 ， 试 求 平衡 时 角 4 的 大 小 。 

2-16 习题 2-16 图 中 的 匀 质 杆 AB 重 为 P、 长 为 2， 两 端 置 于 相互 垂直 的 光滑 斜面 上 ， 
已 知 左 斜面 与 水 平面 成 a 角 ， 试 求 平衡 时 杆 与 水 平 线 所 成 的 角度 0。 





习题 2-15 图 习题 2-16 图 
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2-17 如 习题 2-17 图 所 示 ， 用 一 组 绳 悬挂 一 重 已 二 1 kN 的 物体 ， 试 求 各 段 绳 的 张力 。 
2-18 习题 2-18 图 所 示 液 压 夹 紧 机 构 ，B、C、D、E 各 处 均 为 光滑 匀 链 连接 。 已 知 推 力 
F， 在 图 示 位 置 机 构 平衡 ， 试 求 此 时 工件 日 所 受到 的 压 紧 力 。 








习题 2-17 习题 2-18 图 
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力矩、 力 偶 与 平面 力 偶 系 


本 章 主要 研究 平面 内 力 对 点 的 矩 、 力 偶 与 力 偶 矩 以 及 平面 力 偶 系 的 合成 与 
平衡 问题 。 
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An、 力 对 点 的 矩 


力 对 物体 的 运动 效应 分 为 移动 效应 和 转动 效应 ， 其 中 移动 效应 可 用 力 矢 来 
度量 ; 而 转动 效应 则 需 用 力矩 来 度量 ， 力 和 矩 是 度量 力 对 物体 转动 效应 的 物理 量 . 

如 图 3-1 所 示 ， 力 下 与 点 O 位 于 同一 平面 内 ， 力 下 可 使 物体 绕 点 O 转动 。 
经 验 表明 ， 力 下 使 物体 绕 点 O 转动 的 效应 不 仅 与 力 F 的 大 小 成 正比 ， 而 且 还 与 
转动 中 心 O 至 力 下 作用 线 的 垂直 距离 4 成 正比 。 因 此 ， 定 义 

Mo(F)= 土 Fq 《3-1 ) 

为 平面 内 力 下 对 点 O 的 矩 ， 简 称 力 失 。 式 中 ， 点 O 称 为 矩 心 ; 矩 心 O 至 力 正 作 
用 线 的 垂直 距离 4 称 为 力 臂 ; 正 负 号 表示 力 正 使 物体 绕 拖 
心口 转动 的 方向 ,一般 规定 ， 力 使 物体 绕 和 矩 心 道 时 针 转 动 
时 为 正 ， 反 之 为 负 。 根据 上 述 定义 ,平面 内 力 对 点 的 和 矩 为 代 
数量 。 在 国际 单位 制 中 ， 力矩 的 单位 为 N，m ( 牛 。 米 )。 

由 图 3-1 可 以 看 出 ， 力 下 对 点 O 的 矩 的 大 小 在 数值 土 亦 
等 于 以 力 下 为 底 边 、 抵 心 O 为 项 点 所 构成 的 三 角形 OAB 的 图 3-1 
面积 的 两 倍 ， 即 





Mo(F)= 士 Fad = 士 2Awona (3-2) 
式 中 ，Asoms 为 三 角形 OAB 的 面积 。 
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由 上 述 力矩 的 定义 ， 易 得 如 下 结论 : 
1) 著 力 的 作用 线 通 过 和 抵 心 ， 力 展 为 堆 ， 力 矩 必 为 零 。 
2) 当 力 沿 其 作用 线 滑 动 时 ， 不 会 改变 力 对 指定 点 的 抵 。 


O00POO O00 PIO PIO O00 PIO OPO OOO0@OC@O0R COB OO O00 BO PO SO0@ OC OCO@O0 POPOL OO oo@00 oo 


oo O00@ O09 
ooeococoecoo 和 ooe 


。 


二 、 合 力矩 定理 

根据 力 系 等 效 概念 ， 易 得 结论 : 平面 汇 交 力 系 的 合力 对 平面 内 任意 一 点 的 
矩 等 于 其 各 分 力 对 同一 点 的 矩 的 代数 和 ， 即 

Mo(Fr) = >) Mo(CEF) (3-3 ) 
该 结论 称 为 合力 矩 定理 。 合 力矩 定 理 不 仅 适 用 于 平面 汇 交 力 系 ， 而 且 适 用 于 任 
何 有 合力 存在 的 平面 力 系 。 

以 后 ， 在 计算 力 对 点 的 矩 时 ， 也 可 以 利用 合力 和 矩 定 理 。 例 如 ， 当 力 臂 不易 
求 出 时 ， 可 以 先 将 力 分 解 为 两 个 便于 确定 力 辟 的 分 力 ， 然 后 再 利用 合力 矩 定理 
来 计算 力矩 。 这 样 ， 往 往 比较 方便 。 

如 图 3-2 所 示 ， 力 五 的 大 小 、 方 向 及 其 作用 点 A 的 
从 标 均 已 知 ， 欲 求 力 王 对 坐标 原点 O 的 和 矩 ， 就 可 根据 合 
力矩 定理 ， 通 过 其 分 力 F 与 F, 对 点 O 的 和 抢 而 得 到 ， 即 

Mo(P) = Mo(F,)+Mo(F,) 一 了 Fsing 一 yFcosb 





或 
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Mo(CE) = zrF,—yF, (3-4 ) 
上 式 为 Oxy 坐标 平面 内 力 下 对 坐标 原点 O 的 矩 的 解析 图 3-2 
表达 式 。 式 中 ，z、?y 为 力 F 作用 点 的 坐标 ; F;,、F, 为 
力 F 在 x、y 轴 上 的 投影 。 
【 例 3-1】 如 图 3-3 所 示 , 已 知 所 == 50 kN，F 二 100 kN，AB = 6 m。 试 分 别 求 Fi、 
F, 对 点 A 的 矩 。 
解 : 由 于 力 Fi 垂直 于 AB， 力 辟 即 为 AB 二 6m, 力 Fi 使 杆 AB 绕 点 
A 逆 时 针 转 动 ， 所 以 力 F 对 点 A 的 矩 为 A 
MF')= 50 kNX6m = 300kKN. m 
力 F; 相对 于 点 A 的 力 臂 
AC = ABsin30° = 6mX0.5=3m 
力 F; 将 使 杆 AB 绕 点 A 顺 时 针 转 动 ， 所 以 力 E 对 点 A 的 和 矩 为 
Ma(Fi)= —100kNX3m=—300kN.m 









/NAN 
图 3-3 


【 例 3-2】 简 支 刚 架 如 图 3-4 所 示 ， 已 知 下、a、 和 w。 试 计算 力 下 对 点 A 的 矩 。 
解 : 方法 (1) ”根据 定义 计算 力 下 对 点 A 的 矩 | 
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先 计 算 力 臂 4， 由 图 中 的 几何 关系 有 F 

d = AEsing = (AD—ED)sing = (a—bcota)sing 一 asing—bcosa 
故 得 力 下 对 点 A 的 矩 

Ma(F) = Fd = Fasing— Fbcose 

















方法 (2) ”利用 合力 矩 定理 计算 力 正 对 点 A 的 矩 ”9 - 

先 将 力 下 分 解 为 图 示 两 个 正 交 分 力 F, 与 F,, 利用 上- < -| 
合力 矩 定理 即 得 力 了 对 点 A 的 矩 司 
MW = Ma EF)TM EF,)= —Fbti+ha = Fasing— Fbcosg 

两 种 算法 显然 后 者 更 为 方便 。 





【 例 3-3〗 如 图 3-5 所 示 ， 已 知 大 圆 轮 半 径 为 R， 小 圆 轮 半 径 为 
7， 在 小 圆 轮 最 右 侧 BB 点 处 受 一 力 下 的 作用 ， 力 下 与 水 平 线 之 间 的 来 
角 为 6。 试 计算 力 正 对 大 圆 轮 与 地 面 接触 点 A 的 矩 。 

解 : 由 于 下 相 对 于 点 A 的 力 臂 不 易 确 定 ， 故 先 将 力 下 分 解 为 两 
个 正 交 分 力 下 > 与 ， 然 后 利用 合力 矩 定 理 来 计算 力 环 对 点 A 的 矩 ， 
即 有 

Ma (了 一 Ma CE) 二 MA(B) 一 一 PR 十 Por = Frsing 一 RecosO) 














第 二 节 力 偶 与 力 偶 矩 


一 、 力 偶 


在 实践 中 ， 常 会 遇 到 某 些 物体 同时 受到 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 不 在 
同一 直线 上 的 两 个 力作 用 的 情况 。 例 如 ， 司 机 用 双手 转动 方向 盘 〈 见 图 3-6a)， 
钳工 用 丝锥 攻 螺 纹 〈 见 图 3-6b) 等 。 在 力学 中 ， 将 这 样 的 两 个 力 视 为 一 个 整体 ， 
称 为 力 偶 ， 用 符号 (F，F'〉 表 示 ， 如 图 3-7 所 示 ， 力 偶 所 在 平面 称 为 力 偶 作 用 
面 ， 力 偶 中 二 力作 用 线 之 间 的 垂直 距离 4 称 为 力 偶 臂 。 
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二 、 力 偶 矩 


力 偶 对 刚体 只 产生 转动 效应 ， 耐 不 产生 移动 效应 。 经 验 表 明 ， 力 偶 对 刚体 
的 转动 效应 ， 不 仅 与 力 偶 中 二 力 的 大 小 成 正比 ， 而 且 与 力 偶 臂 成 正比 ; 另外 ， 
力 偶 的 转向 决定 了 刚体 的 转向 。 因 此 ， 为 了 度量 力 偶 对 刚体 的 转动 效应 ， 定 义 
AM 一 士 Fd (3-5 ) 
为 平面 内 力 偶 (下 ， 严 ) 的 矩 ， 简 称 力 偶 和 矩 。 即 力 偶 矩 的 大 小 等 于 力 偶 中 力 的 大 
小 和 力 偶 璧 的 乘积 ; 正 负 号 表示 力 偶 在 作用 面 内 的 转向 ， 通 常规 定 ， 逆 时 针 转 
向 为 正 ， 反 之 为 负 。 根 据 上 述 定义 ， 平 面 内 力 偶 矩 为 代数 量 。 力 偶 矩 单位 与 力 
和 矩 单位 相同 ， 在 国际 单位 制 中 也 是 N * 蔬 ( 牛 ， 米 )。 


三 、 力 偶 的 性 质 


1. 力 偶 不 能 与 一 个 力 等 效 ， 也 不 能 与 一 个 力 平衡 

由 力 偶 对 刚体 的 作用 效应 可 知 ， 力 偶 不 能 与 一 个 力 等 效 ， 也 不 能 与 一 个 力 
平衡 ; 力 偶 只 能 与 力 偶 等 效 ， 力 偶 只 能 与 力 偶 平衡 。 力 偶 与 力 同属 于 力 系 中 的 
基本 元 素 。 

还 需 指出 ， 由 于 组 成 力 偶 的 两 个 力 的 大 小 相等 、 方 向 相反 ， 所 以 它们 在 任 
一 坐标 轴 上 投影 的 代数 和 均 为 零 ; 但 因 其 不 共 线 ， 故 力 偶 本 身 并 不 平衡 。 

2. 组 成 力 偶 的 两 个 力 对 其 作用 面 内 任 一 点 的 矩 的 代数 和 恒 等 于 力 偶 矩 ， 而 
与 矩 心 位 置 无 关 

如 图 3-8 所 示 ， 在 力 偶 (F,F') 的 作用 面 内 任 取 一 点 O 为 
矩 心 ， 设 其 中 力 严 相 对 于 和 矩 心 O 的 力 臂 为 zx， 则 组 成 力 偶 的 两 
个 力 玉 FF' 对 点 O 的 矩 的 代数 和 

Mo (FHMoOCF')= F(x+ad)—Fz 一 Fa 一 M 

即 组 成 力 偶 的 两 个 力 对 其 作用 面 内 任 一 点 的 矩 的 代数 和 恒 等 于 
力 偶 矩 ， 而 与 矩 心 位 置 无 关 。 图 38 

3. 作用 于 刚体 同一 平面 内 的 两 个 力 偶 等 效 的 充分 且 必 要 条 件 为 其 力 偶 矩 相等 

这 一 性 质 称 为 平面 力 偶 等 效 定理 。 由 此 可 得 下 列 推论 : 

1) 力 偶 可 以 在 其 作用 面 内 任意 移 转 ， 而 不 改变 它 对 刚体 的 作用 效应 。 

换言之 ， 力 偶 对 刚体 的 作用 效应 与 其 在 作用 面 内 的 位 置 无 关 。 因 为 不 论 力 
偶 在 其 作用 面 内 怎样 移 转 ， 力 偶 矩 的 大 小 和 转向 都 不 会 改变 ， 故 对 刚体 的 作用 
效应 也 就 不 会 改变 。 

2) 只 要 保持 力 偶 矩 大 小 和 转向 不 变 ， 可 以 任意 同时 变化 力 偶 中 力 的 大 小 和 
力 偶 臂 的 长 短 ， 而 不 改变 它 对 刚体 的 作用 效应 。 

由 此 可 见 ， 力 的 大 小 和 力 偶 辟 都 不 是 力 偶 的 特征 量 ， 只 有 力 偶 矩 才 是 力 偶 
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对 刚体 作用 的 唯一 度量 。 所 以 ， 今 后 常用 力 偶 矩 M 的 符号 来 表示 力 偶 ， 如 图 3-9 


所 示 。 
F 
a M=Fd 2 
<—> M 或 由 
F’ 


图 3-9 


第 三 节 平面 力 偶 系 的 合成 与 平衡 


作用 在 物体 同一 平面 内 的 若干 个 力 偶 所 组 成 的 力 系 称 为 平面 力 偶 系 。 下 面 
依次 讨论 平面 力 偶 系 的 合成 与 平衡 问题 。 


一 、 平 面 力 偶 系 的 合成 


设 平 面 力 偶 系 由 两 个 力 偶 ( 丽 ,Pi )、CP ,F2) 所 组 成 ， 其 力 偶 矩 分 别 为 Mi = 
Fidi、 M; 一 —F,d;,， 如 图 3-10a 所 示 ， 试 求 它 们 合成 的 结果 。 

根据 平面 力 偶 等 效 定 理 ， 在 保持 力 偶 和 矩 不 变 的 条 件 下 ， 同 时 改变 这 两 个 力 
偶 中 力 的 大 小 和 力 偶 臂 的 长 得， 使 它们 具有 相同 的 力 偶 臂 4， 并 将 它们 在 其 作用 
面 内 移 转 ， 使 力 的 作用 线 重 合 ， 如 图 3-10b 所 示 。 于 是 得 到 与 原 力 偶 等 效 的 两 个 
新 力 偶 (F;,F;)、(F,,) ,并 有 

M =Fd=Fd, Me = 一 Pd 一 一 Fid 

分 别 将 作用 在 点 A 和 点 B 的 力 合 成 〈 设 F > FF )， 得 到 两 个 新 的 力 下 和 

下， 其 中 
F=F—F, F=F—F 

它们 组 成 了 与 原 力 偶 系 等 效 的 合力 得 (F，F')， 如 图 3-10c 所 示 ，、 此 合力 偶 的 矩 为 








oo 
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M = Fad = (F—F)d = Fid—Fd = M+M; 

显然 ， 对 有 任意 个 力 偶 组 成 的 平面 力 偶 系 ， 亦 可 用 上 述 同 样 的 方法 合成 。 

于 是 得 结论 : 平面 力 偶 系 可 合成 为 一 个 合力 偶 ; 合力 侦 矩 等 于 各 分 力 偶 和 矩 的 代 
数 和 ， 即 





M=M+Mt+…+M, = > M. (3-6 ) 


二 、 平 面 力 偶 系 的 平衡 
由 平面 力 偶 系 的 合成 结果 容易 推 知 ， 平 面 力 偶 系 平衡 的 必要 且 充 分 条 件 为 
平面 力 偶 系 中 各 力 偶 矩 的 代数 和 等 于 零 ， 即 
>M 一 0 (3-7 ) 
上 式 称 为 平面 力 偶 系 的 平衡 方程 。 利 用 平面 力 偶 系 的 平衡 方程 ， 可 以 求解 一 个 


未 知 量 。 
【 例 3-4】 在 梁 AB 上 作用 一 力 偶 ， 其 力 偶 矩 M 二 100 kN，m， 转 向 如 图 3-11a 所 示 。 
已 知 梁 长 ! = 5 m， 若 不 计 梁 的 自重 , 试 求 支 座 A、B 的 约束 力 。 








图 3-11 


解 :〈1) 选取 研究 对 象 ” 选 取 梁 AB 为 研究 对 象 。 

(2) 画 受 力图 粱 4B 上 作用 有 和 矩 为 M 的 已 知 力 偶 和 支 座 A、B 的 约束 力 。 活 动 匀 支 座 
B 的 约束 力 Fs 的 作用 线 沿 铝 垂 方向 ， 根 据 力 偶 只 能 与 力 偶 平衡 的 性 质 可 知 ， 固 定 铵 支 座 A 
的 约束 力 Fa 和 Fs 必 组 成 一 个 力 偶 ， 因 此 Fa 的 作用 线 也 沿 错 垂 方 向 并 与 Fs 反 向 ， 如 
图 3-11b 所 示 。 于 是 ， 梁 AB 上 的 作用 力 组 成 一 平面 力 偶 系 。 

(3) 列 平 衡 方 程 ”根据 平面 力 偶 系 的 平衡 方程 ， 有 

DM =0, FuA—M=0 

解 得 支 座 A、B 的 约束 力 


AM _ 100kN。m 
l 5m 


Fa (Fs) 为 正 值 ， 说 明 图 中 Fa (Fs ) 的 假设 方向 是 正确 的 。 








Fa = Fp = 20 kN 


【 例 3-5】 如 图 3-12 所 示 的 工件 上 作用 有 三 个 力 偶 ， 已 知 三 个 力 偶 的 矩 分 别 为 Ma = 
Mz =10N。m、M =20N .mi 国定 螺 柱 A 和 B 的 距离 : = 200 mm。 若 不 计 摩 擦 ， 试 求 两 
个 固定 螺 福 所 受到 的 力 。 

解 : (1) 选取 研究 对 象 ” 选 取 工 件 为 研究 对 象 。 


| 38 |) 

or 
(2) 画 受 力图 工件 受到 三 个 力 偶 和 两 个 螺 柱 的 法 向 约束 力 万 

的 作用 。 三 个 平面 力 偶合 成 后 仍 为 一 个 力 偶 ， 如 果 工 件 平衡 ， 必 

定 有 一 个 反 力 偶 与 它 相 平衡 。 因 此 螺 柱 A 和 B 的 约束 力 Fa。 和 Fs 

必 组 成 一 个 力 偶 。 工 件 的 受 力图 如 图 3-12 所 示 ， 其 上 的 作用 力 组 
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成 一 平面 力 偶 系 。 
(3) 列 平衡 方程 ”根据 平面 力 偶 系 的 平衡 方程 ， 有 
DM 一 0，FA 一 MI 一 AM 一 M 一 0 到 
解 得 图 3-12 
FA =Fs= M+M +M, _ (0+10+20) Nm ,ooN 


200X10 ”3m 
两 个 螺 柱 A、B 所 受到 的 力 与 螺 柱 对 工件 的 约束 力 Fa 、Fs 为 作用 力 与 反作用 力 的 关系 ， 
即 分 别 与 Fa 、Fs 大 小 相等 ， 方 向 相反 。。 - 


【 例 3-6】 在 图 3-13a 所 示 结 构 中 ， 用 铵 链 B 连接 二 根 直 角 折 杆 AB 和 BC， 在 直角 折 杆 
AB 上 作用 一 矩 为 M 的 力 偶 。 若 不 计 各 构件 自重 ， 试 求 铵 支 座 A 和 C 的 约束 力 。 


M 


wl 





a) b) c) 
图 3-13 


解 ; (1) 选取 研究 对 象 ”选取 直角 折 杆 AB 为 研究 对 象 。 

(2) 画 受 力图 由 于 BC 为 二 力 构件 ， 故 Fs 与 Fc 等 值 、 相 反 、 共 线 ， 如 图 3-13b 所 示 。 
AB 上 所 受 的 主动 力 为 一 矩 为 M 的 已 知 力 偶 ; 由 于 力 偶 只 能 与 力 偶 平衡 ， 因 此 A、B 处 的 约 
束 力 FA4、Fs 必 构成 一 力 偶 ， 且 转向 与 M 相反 。 直 角 折 杆 AB 的 受 力 图 如 图 3-13c 所 示 ， 其 中 
F's 是 Fs 的 反作用 力 ， 并 与 AB 垂直 。 于 是 ， 直 角 折 杆 AB 上 的 作用 力 构成 一 平面 力 偶 系 。 

(3) 列 平衡 方程 ”根据 平面 力 偶 杀 的 平衡 方程 ， 有 

DM 一 0，2VzaxR 一 M 一 0 
由 此 解 得 铵 支 座 A 的 约束 力 
v2M 


Fa 


由 于 Fa = Fs 一 Fa = Fc, 故 贸 支 座 C 的 约束 力 
Fa 和 Fc 的 方向 分 别 如 图 3-13c 和 图 3-13b 所 示 。 


Ap 
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【 例 3-7】 在 图 3-14a 所 示 机 构 中 ， 套 简 A 穿 过 摆 杆 O,B， 用 匀 链 连接 在 曲柄 OA 上 。 

已 知 OA 长 为 r， 其 上 作用 有 和 矩 为 M, 的 力 偶 。 在 图 示 位 置 ，0 一 30"， 机 构 平衡 ， 试 求 作 用 于 
摆 杆 O, B 上 的 力 偶 矩 Ms ， 不 计 摩 擦 和 各 构件 自重 。 





a) b) c) 
图 3-14 


解 : 这 是 刚体 系 的 平衡 问题 。 因 取 刚 体系 整体 为 研究 对 象 时 未 知 量 过 多 ， 故 宜 分 别 选取 
单个 刚体 为 研究 对 象 。 

(1) 选取 研究 对 象 ”分 别 选 曲柄 O4 〈 包 括 套 简 A) 、 摆 杆 OB 为 研究 对 象 。 

(2) 画 受 力图 分 别 画 出 曲柄 OA 〈 包 括 套 简 A〉 与 摆 杆 OB 的 受 力 图 。 套 简 与 摆 杆 之 
间 为 光 温 接触 面 约束 ， 其 约束 力 应 垂直 于 摆 杆 OB。O4 与 O,B 上 的 主动 力 分 别 为 矩 为 M 
与 Ma 的 力 偶 ， 并 各 受 两 个 约束 力 的 作用 ， 因 此 各 自 的 两 个 约束 力 必 构成 力 偶 与 各 自 的 主动 
力 偶 平衡 ， 由 此 即 可 确定 铵 支 座 O、C 的 约束 力 的 方向 。 两 个 构件 的 受 力图 分 别 如 图 3-14b 
和 图 3-14c 所 示 。 

《3) 列 平衡 方程 ”两 个 构件 都 是 在 平面 力 偶 系 作用 下 处 于 平衡 状态 ， 列 出 各 自 的 平衡 方 
程 如 下 : 

曲柄 04， >)M 一 0， Mi 一 FaOAsin30" 二 0 


摆 杆 QQB: >JM 一 0， 一 MM 十 FA01A =0 
其 中 , 二 FE OA 一 r，OA 一 r/sin 30"。 
联 立 上 述 两 个 平衡 方程 ， 即 可 解 得 作用 于 摆 杆 OB 上 的 力 偶 矩 
M, 一 4M 


复习 思考 题 


3-1 力 和 力 偶 对 物体 的 作用 效应 有 何不 同 ? 

3-2 力 对 点 的 矩 和 力 偶 矩 有 何 异 同 ? 

3-3 ”如 思考 题 3-3 图 所 示 ， 物 体 上 作用 有 两 个 力 偶 (Fi ， 丽 )、( 配 ， 本 )， 其 力 多 边 形 
自行 封闭 ， 试 问 物 体 是 和 否 平衡 ? 为 什么 ? 

3-4 作用 于 刚体 上 的 力 侦 的 等 效 条 件 是 什么 ? 
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3-5 ”组 成 力 偶 的 二 力 等 值 反 向 ; 作用 力 与 反作用 力 等 值 反 向 ; 平衡 二 力 同样 等 值 反 向 。 
试问 这 三 考 间 有 何 区 别 ? 

3-6 力 偶 有 哪些 基本 性 质 ? 

3-7” 试 说 明 求 解 平 面 力 偶 系 平衡 问题 的 一 般 步 又 与 注意 事项 ? 

3-8 ”既然 力 偶 不 能 与 一 力 平衡 ， 那 为 什么 思考 题 3-8 图 中 的 圆 轮 又 能 平衡 呢 ? 





思考 题 3-3 图 思考 题 3-8 图 
3-9 思考 题 3-9 图 所 示 的 四 个 力 偶 中 ， 哪 些 力 偶 是 等 效 的 ? 


18F 
12F 
9F 
2 
6F d 3d 
6d 4d 
6 到 18F oF 12F 
a) b) c) d) 


思考 题 3-9 图 


3-10 ”试问 思考 题 3-10 图 所 示 力 F 和 力 偶 (Fl ，Fi) 对 轮 的 作用 有 何不 同 ? 假设 两 轮 半 
径 均 为 >， 且 已 一 玖 一 F/2。 

3-11 如 思考 题 3-11 图 所 示 ， 不 计 自 重 的 三 角 板 用 三 根 链 杆 连接 ， 其 中 链 杆 A、B 相互 
平行 ， 链 杆 C 垂直 于 链 杆 4A、B， 和 矩 为 M 的 力 偶 作用 在 三 角 板 平面 ABC 内 。 试 根据 力 偶 的 性 
质 确定 链 杆 C 的 约束 力 。 





F 五 | 
小 小 
Fl 
a) b) 





思考 题 3-10 图 思考 题 3-11 图 





习 题 
3-1 作用 在 悬臂 梁 端 点 B 的 四 个 力 的 大 小 均 为 8KN， 方 向 如 习题 3-1 图 所 示 。 试 分 别 求 


出 各 力 对 点 A 的 矩 。 
3-2 ” 试 分 别 计算 习题 3-2 图 中 力 下 对 点 A 和 点 B 的 和 矩 。 





习题 3-1 图 习题 3-2 图 


3-3 ”悬臂 刚 架 如 习题 3-3 图 所 示 ， 已 知 载荷 玉 == 12 kN，F。 二 6 kN。 试 求 户 与 记 的 
合力 Fr 对 点 4 的 矩 。 

3-4 长 为 26、 重 为 P 的 四 块 相 同 的 匀 质 板 ， 益 放 如 习题 3-4 图 所 示 。 在 板 工 的 右 端 挂 一 
重 为 2P 的 重 物 ， 和 欲 使 各 板 都 平衡 ， 试 求 每 块 板 可 伸 出 的 最 大 长 度 。 





2m 2m 


习题 3-3 图 





3-5 已 知 梁 AB 上 作用 一 和 矩 为 M 的 力 偶 ， 梁 长 !。 若 不 计 梁 自重 ， 试 求 在 习题 3-5 图 a、 
b、c 三 种 情况 下 ， 匀 支 座 A 和 B 的 约束 力 。 





a) b) c) 
习题 3-5 图 


3-6 ”如 习题 3-6 图 所 示 , 已 知 梁 AC 受 两 个 力 偶 的 作用 ， 力 偶 矩 的 大 小 分 别 为 Mi = 
225 kN，m、IMs。 二 130 kN。m。 不 计 梁 的 自重 ， 试 求 支 座 A、B 的 约束 力 。 
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B oO 
45 


-ab 
习题 3-6 图 


3-7 已 知 直 角 折 杆 4 下 上 作用 一 矩 为 M 的 力 偶 ， 不 计 杆 重 ， 试 求 在 习题 3-7 图 a、b 两 
种 情况 下 ， 匀 支 座 A、B 的 约束 力 。 








习题 3-7 图 


3-8 ”构架 如 习题 3-8 图 所 示 ， 已 知 下 = 天， 若 不 计 杆 件 自重 ， 试 求 匀 支 座 C、DD 的 约束 力 。 
3-9 ”如 习题 3-9 图 所 示 ， 已 知 五 一 下 一 5 Fz 二 忆 一 2 kN， 图 中 尺寸 单位 为 m。 
若 不 计 杆 件 自重 ， 试 求 铵 支 座 A、B 的 约束 力 。 





A 


2 二 


习题 3-8 图 习题 3-9 图 





3-10 ”如 习题 3-10 图 所 示 ， 简 支 刚 架 上 作用 有 三 个 力 偶 ， 
其 中 已 = 二 让 二 5kN、M; = 20kN: m, M; 一 9kN .mo。 
已 知 9 二 30"， 若 不 计 刚 架 自 重 ， 试 求 贸 支 座 A、B 的 约 上 束 力 。 

3-11 ”如 习题 3-11 图 所 示 , 已 知 两 齿轮 的 半径 分 别 为 
六 、m: ， 作 用 于 轮 I 上 的 主动 力 偶 的 力 偶 矩 为 Ml， 齿轮 的 
压力 角 为 (压力 角 为 哮 合 力 与 切线 间 的 夹 角 )。 若 不 计 此 > 
轮 自 重 ， 试 求 使 两 齿轮 维持 匀速 转动 时 作用 于 轮 下 上 的 阻 1m,| Im | im 
力 偶 矩 Mz 以 及 轴 O 、O; 的 约束 力 。 





习题 3-10 图 
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3-12 支架 如 习题 3-12 图 所 示 , 已 知 CB 一 0.8m; 作用 于 横 杆 CD 上 的 两 个 力 偶 的 矩 分 
别 为 M 二 0.2 kN. m、iMe 二 0.5kN。m。 若 不 计 杆 件 自 重 ， 试 求 铵 支 座 A、C 的 约束 力 。 





习题 3-11 图 习题 3-12 图 


3-13 ”如 习题 3-13 图 所 示 ， 三 铵 刚 架 的 AC 部 分 上 作用 有 和 矩 为 M 的 力 偶 。 已 知 左右 两 部 
分 的 直角 边 成 正比 ， 即 a : 5 一 c : a。 若 不 计 三 匀 刚 架 自重 ， 试 求 匀 支 座 A、B 的 约束 力 。 

3-14 四 杆 机 构 OABO, 在 习题 3-14 图 所 示 位 置 平衡 ,已 知 OA == 40 cem、0O1B = 60 ecm, 
作用 在 杆 OA 上 的 力 偶 矩 Mi = 二 1 N。m。 若 各 杆 自 重 不 计 ， 试 求 作用 在 杆 QB 上 的 力 偶 矩 
Mi 以 及 杆 AB 所 受 的 力 。 


M2 








习题 3-13 图 习题 3-14 图 


3-15 在 习题 3-15 图 所 示 结 构 中 ,构件 BC 上 作用 一 甜 为 M 的 力 偶 , 若 不 计 各 构件 自 
重 ， 试 求 铵 支 座 A 的 约束 力 。 

3-16 ”在 习题 3-16 图 所 示 机 构 中 ， 曲 柄 OA 上 作用 一 矩 为 M 的 力 偶 ， 另 在 滑 块 D 上 作用 
一 水 平 力 下 。 机 构 在 图 示 位 置 平衡 ， 不 计 摩擦 与 各 杆 自 重 ， 试 求 力 亚 与 力 偶 矩 M 的 关系 。 














一 


习题 3-15 图 习题 3-16 图 





第 四 章 
平面 任意 力 系 


各 力 的 作用 线 在 同一 平面 内 任意 分 布 的 力 系 称 为 平面 任意 力 系 。 平 面 任意 
力 系 是 工程 中 最 为 常见 的 一 种 力 系 。 本 章 主要 研究 平面 任意 力 系 的 简化 与 平衡 
问题 。 





第 一 节 平面 任意 力 系 向 一 点 的 简化 


作用 于 刚体 上 的 力 可 以 等 效 地 平行 移动 至 刚体 上 任 一 指定 点 ， 但 必须 在 该 
力 与 指定 点 所 在 平面 内 附加 一 力 偶 ， 该 附加 力 偶 的 矩 等 于 原 力 对 指定 点 的 抢 。 
此 结论 称 为 力 的 平移 定理 。 力 的 平移 定理 是 平面 任意 力 系 简 化 的 理论 基础 。 现 
证 明 如 下 : 

如 图 4-1a 所 示 ， 力 FF 作用 于 刚体 上 的 点 A， 在 刚体 上 任 取 一 点 B， 并 在 点 
B 加 上 等 值 反 向 的 平衡 二 力 F' 和 天 ,并 使 F' = 二 下 = 二 一 PF ( 见 图 4-1b)。 根 据 加 
减 平 衡 力 系 公理 ， 三 个 力 f、F"、 玉 组 成 的 新 力 系 与 原来 的 一 个 力 下 等 效 。 显 


D-H 


图 4-1 
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然 ， 这 三 个 力 可 视 为 一 个 作用 于 点 B 的 力 严 和 一 个 力 偶 〈 和 下， 下)。 由 于 三 一 
FF， 这 样 就 将 作用 于 点 A 的 力 下 平行 移动 至 了 另 一 点 B， 但 同时 附加 了 一 个 力 
偶 ， 该 附加 力 偶 的 矩 为 
M = Fd = Ma(F) 
于 是 定理 得 证 。 
由 力 的 平移 定理 的 逆 过 程 可 知 : 位 于 同一 平面 内 的 一 个 力 和 一 个 力 偶 可 以 
合成 为 一 个 力 。 例 如 ， 图 4-1 中 位 于 同一 平面 内 的 作用 于 点 B 的 力 下 与 矩 为 M 


的 力 偶 可 合成 为 一 个 作用 于 点 A 的 力 严 ， 其 中 下 一 下、d 一 部 。 


二 、 平 面 任意 力 系 向 作用 面 内 一 点 的 简化 


设 平面 任意 力 系 、F;、…、F, 作用 于 一 刚体 上 ， 如 图 4-2a 所 示 。 在 力 系 
作用 平面 内 任 取 一 点 O， 称 为 简化 中 心 。 应 用 力 的 平移 定理 ， 把 各 力 都 平移 到 点 
O。 这 样 ， 得 到 作用 于 点 O 〇 的 力 Fi、Fz;、…、F。， 以 及 相应 的 附加 力 偶 ， 其 算 
分 别 为 Mi 、M: 、…、M;， 如 图 4-2b 所 示 。 显 然 ， 这 些 附加 力 偶 作 用 在 同一 平 
面 内 ， 它 们 的 矩 分 别 等 于 原 力 Fl 、F;、…、F 对 简化 中 心 O 的 矩 ， 即 

AM = Mo(Fi) (i = 1,2,.,n) 





a) b) c) 
图 4-2 


这 样 ， 平 面 任意 力 系 等 效 为 了 两 个 简单 力 系 : 平面 汇 交 力 系 和 平面 力 偶 系 。 
然后 ， 再 分 别 合成 这 两 个 简单 力 系 。 

平面 汇 交 力 系 Fi 、F; 、…、 下 ,可 合成 为 一 个 作用 线 通 过 简化 中 心 O 的 力 
Fr， 如 图 4-2c 所 示 。 因 为 各 力 矢 Fi 、F2、…、 严 ,分 别 与 原 力 矢 Fl、F、… 
F, 相等 ， 故 有 

Fr =Fi+t+F++F, =F+Ft++h = oF (4-1) 

即 力 矢 Fk 等 于 原 力 系 中 各 力 的 矢量 和 ， 称 为 原 力 系 的 主 矢 。 运 用 解析 法 可 得 主 
矢 Fk 的 大 小 与 方向 余弦 分 别 为 


FA = VER TES = MP) 十 (六 Fo (4-2) 
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cosa 一 瑟 ER cosB 一 EF Fr (4-3) 


平面 力 偶 系 可 合成 为 一 个 力 偶 ， 这 个 力 偶 的 矩 Mo 称 为 原 力 系 对 于 简化 中 心 
O 的 主 和 矩 ， 它 等 于 各 附加 力 偶 矩 M; 的 代数 和 。 由 于 Mi 二 Mo (CF;)， 所 以 主 矩 
Mo 又 等 于 原 力 系 中 各 力 对 简化 中 心 O 的 矩 Mo(F;) 的 代数 和 ， 即 

Mo = > M; = > Mo(F.,) (4-4 ) 

综 上 所 述 可 得 如 下 结论 : 在 一 般 情形 下 ， 平 面 任意 力 系 向 作用 面 内 任 一 点 O 
简化 ， 可 得 一 个 力 和 一 个 力 偶 。 这 个 力 等 于 该 力 系 的 主 矢 ， 作 用 线 通 过 简化 中 
心 O; 这 个 力 偶 的 矩 等 于 该 力 系 对 于 简化 中 心 O 的 主 矩 。 

由 于 主 矢 等 于 原 力 系 中 各 力 的 矢量 和 ， 故 其 与 简化 中 心 的 选择 无 关 。 

由 于 主 拖 等 于 原 力 系 中 各 力 对 简化 中 心 的 矩 的 代数 和 ， 而 当 取 不 同 的 点 为 
简化 中 心 时 ， 各 力 对 简化 中 心 的 矩 将 随 之 改变 ， 因 此 主 矩 一 般 与 简化 中 心 的 选 
择 有 关 ， 必 须 指 明 简 化 中 心 的 位 置 。 

下 面 利 用 平面 任意 力 系 向 一 点 简化 的 方法 ， 来 分 析 第 一 章 中 所 介绍 的 固定 
端 支 座 的 约束 力 。 

显然 ， 固 定 端 支 座 对 物体 的 约束 力 是 作用 于 接触 面 上 的 分 布 力 。 在 平面 问 
题 中 ， 这 些 约束 力 为 一 平面 任意 力 系 ， 如 图 4-3a 所 示 。 根 据 上 述 平 面 任意 力 系 
的 简化 理论 ， 将 其 向 作用 面 内 点 A 简化 得 到 一 个 力 Fs 和 一 个 矩 为 Ma 的 力 偶 ， 
如 图 4-3b 所 示 。 一 般 情 况 下 ， 这 个 力 的 大 小 和 方向 均 是 未 知 的 ， 可 用 两 个 正 交 
分 力 来 代替 。 因 此 ， 在 平面 问题 中 ， 固 定 端 A 处 的 约束 力 可 简化 为 两 个 正 交 约 
束 力 Fs、F 和 一 个 矩 为 Ma 的 约束 力 偶 ， 如 图 4-3c 所 示 。 其 中 ， 约 束 力 Fh、 
Fw 代表 了 固定 端 对 物体 沿 水 平方 向 、 铅 垂 方向 移动 的 限制 作用 ， 撼 为 Ma 的 约 
束 力 偶 则 代表 了 固定 端 对 物体 在 平面 内 转动 的 限制 作用 。 注 意 ， 后 者 正 是 固定 
端 支 座 与 固定 匀 支 座 的 区 别 所 在 。 








图 4-3 


三 、 平 面 任意 力 系 简化 结果 的 讨论 


平面 任意 力 系 向 其 作用 面 内 一 点 简化 的 结果 ; 可 能 有 下 列 四 种 情况 : 
1) 主 矢 Fr 二 0 且 主 矩 Mo 二 0， 则 力 系 平衡 。 这 一 情况 将 在 下 节 中 详细 


讨论 。 
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2) 主 矢 厂 = 二 0 但 主 矩 Mo 关 0， 则 力 系 合成 为 一 个 力 偶 ， 该 合力 偶 的 和 矩 等 
于 力 系 的 主 矩 ， 即 M 二 Mo 一 》)Mo(F;) 。 此 时 ， 原 力 系 等 价 于 平面 力 偶 系 ， 
力 系 的 主 矩 即 成 为 合力 偶 矩 ， 而 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 。 
3) 主 矢 FRR 天 0 但 主 矩 Mo 二 0， 则 力 系 合成 为 一 个 作用 线 通过 简化 中 心 O 
的 合力 ， 该 合力 矢 等 于 力 系 的 主 矢 ， 即 下 二 瑟 一 》) F; 。 此 时 ， 附 加 的 平面 力 
偶 系 平衡 ， 原 力 系 等 价 于 汇 交 于 简化 中 心 O 的 平面 汇 交 力 系 。 
4) 主 矢 FR 天 0 且 主 矩 Mo 关 0， 则 由 力 的 平移 定理 的 逆 过 程 可 知 ， 力 系 向 
点 O 简 化 所 得 的 力 严 & 和 矩 为 Mo 的 力 偶 可 合成 为 一 个 合力 Fk， 如 图 4-4 所 示 ， 
该 合力 矢 等 于 力 系 的 主 撩 ， 即 Fr = Fg = 》) F; ， 简 化 中 心 O 至 合力 Fr 作用 线 


的 垂直 距离 为 


(4-5 ) 


至 于 合力 作用 线 位 于 点 O 的 哪 一 人 出， 显然 根据 主 矢 Fk 的 方向 和 主 矩 Mo 的 转向 


即 可 确定 。 


【 例 4-13 


至 


a) 
图 4-4 


平面 任意 力 系 如 图 4-5a 所 示 , 已 知 F = 10N, F; = 20N, Fs = 25N、 


环 , 二 12 N， 图 中 各 力作 用 点 的 坐标 的 单位 为 en。 试 向 坐标 原点 O 简化 此 力 系 并 求 其 合成 结果 。 


1 


4 

















A 
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解 : 力 系 主 矢 Fk 在 x、y 轴 上 的 投影 为 
Fk: 一 DJF = F— Fcos30°+ Fcos60°— Facos45° 一 一 3.3N 
Fs, = DJ)Fs = Fesin30°— Fssin60°— Fssin45° 一 一 20.2N 
主 矢 Fg 的 大 小 以 及 与 + 轴 所 夹 的 锐角 分 别 为 
Fa = VFRTFE = 20.5N 


Qa 一 arctan 











一 arctan6.1 = 80.8” 
由 Fu<0、Fuw< 0 可 知 ， 了 指向 第 三 象限 〈 见 图 4-5b)。 
根据 式 〈4-4) ， 力 系 对 原点 O 〇 的 主 矩 为 
Mo = > Mo(CP) = Ficos30° X 3 em— Fasin30° X 2 cm Fycos60° X 3 cm+ Fssin0° X 3 cm 一 
Ficos45  X2cm— Fsin45 X5cm=75.0N. cm 
由 于 主 矢 Fk 关 0 且 主 矩 Mo 关 0， 故 原 力 系 可 合成 为 一 个 合力 ， 合力 和 撩 Fr = Fk ， 其 作 
用 线 离 坐标 原点 O 的 距离 为 


4 = Mp 75.0 
FR 20.5 


合力 作用 线 的 位 置 位 于 坐标 原点 O 的 左 侧 ， 如 图 4-5c 所 示 。 


一 3.7 cm 





【 例 4-2〗 如 图 4-6 所 示 ， 水 平 梁 AB 受 均 布 载荷 的 作用 ， 其 载荷 集 度 (单位 长 度 上 的 
载荷 ) 为 g， 梁 长 为 1:。 试 求 均 布 载荷 的 合力 的 大 小 及 其 作用 线 的 位 置 。 

解 : 这 是 平面 同 向 平行 力 系 的 合成 问题 。 显 
然 其 合力 F, 的 方向 与 均 布 载荷 的 方向 相同 ， 大 小 
等 于 均 布 载荷 集 度 9 与 分 布 长 度 的 乘积 ， 即 
F, = ql。 

现在 来 确定 合力 F 的 作用 线 位 置 : 取 梁 的 A 
端 为 坐标 原点 ， 建 立 图 示 坐 标 轴 。 在 = 处 取 微 段 
dz， 则 均 布 载荷 在 dz 上 的 合力 

dF, = qdz 

此 微 力 对 点 A 的 矩 为 





Ma (dF,) = xqdz 
对 上 式 积 分 ， 得 所 有 均 布 载荷 对 点 A 的 矩 的 代数 和 
DMF =| zadr = 禾 
设 点 A 至 合力 的 作用 线 的 距离 为 zc， 根 据 合力 矩 定 理 ， 有 
Ma (Fi) — Fare = dre = DM dF) =H 
从 而 解 得 


六 一 二 
°C 2 


以 同样 的 方法 分 析 其 他 形式 的 分 布 载荷 ， 可 得 一 般 性 结论 ， 分布 载荷 合力 
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下, 的 方向 与 分 布 载荷 的 方向 相同 ; 大 小 等 于 分 sl 了 

布 载荷 曲线 下 几何 图 形 的 面积 ; 作用 线 通过 分 

布 载荷 曲线 下 几何 图 形 的 形 心 。 4 B 
例如 ， 对 于 如 图 4-7 所 示 的 线性 分 布 载荷 ， 7 7 

根据 上 述 结论 不 难 确 定 ， 其 合力 F, 的 大 小 | -| 


1 
工 ， 一 DR 





作用 线 位 置 





第 二 节 ”平面 任意 力 系 的 平衡 方程 


一 、 平 面 任 意 力 系 的 平衡 方程 


1, 平面 任意 力 系 平衡 方程 的 基本 形式 
由 上 节 可 知 ， 平 面 任意 力 系 平衡 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 : 力 系 的 主 矢 和 对 
于 任 一 点 的 主 矩 都 等 于 零 ， 即 
FAR 一 0 
Mo=0 
将 式 (4-2) 和 式 《4-4) 代入 上 式 ， 有 
SF, 一 0 
DF,=0 (4-7 ) 
DIMo(F) =0 
即 平面 任意 力 系 平衡 的 必要 且 充 分 的 解析 条 件 为 : 力 系 中 所 有 力 在 作用 面 内 任 
意 两 个 坐标 轴 上 投影 的 代数 和 分 别 等 于 零 ， 并 且 所 有 力 对 作用 面 内 任意 一 点 的 
和 矩 的 代数 和 等 于 零 。 式 〈4-7) 称 为 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 。 它 是 平面 任意 力 
系 平衡 方程 的 基本 形式 ， 包 含 两 个 投影 方程 和 一 个 力气 方程 ， 可 以 求解 三 个 未 
知 量 。 在 求解 具体 问题 时 ， 由 于 投影 轴 和 和 抢 心 是 可 以 任意 选取 的 ， 为 了 使 每 个 
方程 中 尽 可 能 出 现 较 少 的 未 知 量 ， 以 简化 计算 ,通常 将 和 矩 心 选取 在 多 个 未 知 力 
作用 线 的 交点 上 ， 投 影 轴 则 尽 可 能 与 未 知 力 的 作用 线 垂直 。 
【 例 4-3】 如 图 4-8a 所 示 ， 悬 臂 梁 4AB 上 作用 有 和 矩 为 M 的 力 偶 和 集 度 为 g 的 均 布 载荷 ， 
在 梁 的 自由 端 还 受 一 集中 力 正 的 作用 ;， 梁 的 长 度 为 +。 试 求 固定 端 A 的 约束 力 。 


(4-6 ) 
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2 | 
1 
图 4-8 


解 : (1) 选取 研究 对 象 ”选取 悬 辟 粱 AB 为 研究 对 象 。 

(2) 画 受 力图 梁 AB 受 到 集中 力 下 、 均 布 载荷 9、 力 偶 矩 M， 以 及 固定 端 约束 力 Fa、 
Fw 与 Ma 的 作用 ， 其 受 力图 如 图 4-8b 所 未， 其 中 均 布 载荷 的 合力 F， 二 gl。 这 些 力 构成 平面 
任意 力 系 ， 其 中 包含 了 Fa. 、Fw 与 Ma 三 个 未 知 量 。 

(3) 列 平衡 方程 ”选取 图 示 坐 标 系 ， 并 以 点 A 为 矩 心 ， 列 平衡 方程 

DDFs =0, Fu =0 
> Fu =0, Fuw 一 % 一 下 一 0 


二 
2 


(4) 求解 未 知 量 ”由 上 述 平衡 方程 ， 解 得 固定 端 的 约束 力 为 
Fu 一 0， Fwy=gl+F, M = C+FIFM 
所 得 结果 均 为 正 值 ， 说 明 图 中 假设 的 约束 力 的 方向 是 正确 的 。 
2. 平面 任意 力 系 平衡 方程 的 其 他 形式 
(1) 一 投影 二 力矩 式 





OMF) =0, Mag. Fi—M=0 


> Ma (F) 一 0 (4-8 ) 
D>, Ms CF.) 一 0 


式 中 ，A、B 为 力 系 作 用 面 内 的 任意 两 点 ， 但 其 连 线 不 能 垂直 于 zz 轴 。 

式 〈4-8) 是 平面 任意 力 系 平衡 方程 的 另 一 种 形式 。 因 为 ， 如 果 力 系 对 点 A 的 
主 矩 等 于 零 ， 则 这 个 力 系 只 可 能 有 两 种 情形 或 者 合成 为 作用 线 通过 点 A 的 一 个 
力 ， 或 者 平衡 。 如 果 力 系 对 另 一 点 B 的 主 矩 也 同时 为 零 ， 则 保 
这 个 力 系 或 者 合成 为 作用 线 通 过 A、B 两 点 连 线 的 一 个 力 ， 
或 者 平衡 ( 见 图 4-9)。 如 果 再 满足 》) F。 = 0 ， 那 么 力 系 如 
有 合力 ， 则 此 合力 必 与 z 轴 季 直 。 而 式 (4-8) 的 附加 条 件 
(A、B 两 点 连 线 不 垂直 于 x 轴 )， 则 完全 排除 了 力 系 合成 为 
一 个 力 的 可 能 性 ， 因 此 ， 该 力 系 必 为 平衡 力 系 。 图 49 


en 
ne 
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(2) 三 力矩 式 
IMa(F) =0 
SIMg(F) =0 (4-9 ) 
DMF) =0 


式 中 ，A、B、C 为 力 系 作用 面 内 的 任意 三 点 , 但 A、B、C 三 点 不 共 线 。 

为 什么 式 〈4-9) 是 平面 任意 力 系 平衡 方程 的 又 一 种 形式 ? 请 读者 自行 证 明 。 

对 于 上 面 介绍 的 平面 任意 力 系 平衡 方程 的 三 种 形式 ， 在 求解 平衡 问题 时 ， 
可 根据 具体 情况 ， 灵 活 选用 。 

需要 强调 的 是 ， 对 于 平面 任意 力 系 ， 只 能 列 出 三 个 独立 的 平衡 方程 ， 求 解 
三 个 未 知 量 。 任 何 第 四 个 方程 只 能 是 前 三 个 方程 的 线性 组 合 ， 而 不 是 独立 的 。 
但 可 以 利用 第 四 个 方程 来 校 核 计算 结果 。 

【 例 4-41 一重 为 尸 的 物 块 悬 挂 在 图 410a 所 示 构 架 上 。 已 知 P 二 1.8kN, a 二 45"。 若 
不 计 构架 与 滑轮 自重 ， 试 求 铵 支 座 4 的 约束 力 以 及 杆 BC 所 受 的 力 。 














图 4-10 


解 ; (1) 选取 研究 对 象 ”选取 滑轮 D、 杆 AB 与 物 块 组 成 的 刚体 系 为 研究 对 象 。 
(2) 画 受 力图 研究 对 象 的 受 力图 如 图 4-10b 所 示 ， 由 于 杆 BC 为 二 力 杆 ， 故 B 处 约束 
力 Fs 沿 杆 BC 方向 ， 其 指向 按 杆 BC 受 拉 确定 ; 绳索 的 拉力 Fr 二 P = 1.8kkN，。 

(3) 列 平 衡 方程 ”选取 图 示 坐 标 轴 ， 并 分 别 以 A、 为 矩 心 ， 列 平衡 方程 

DIMA(F) =0, Fpsin45°X6m— PX3mt+Frxlim=0 

SIMs(F) =0, —FasXé6mi+Px3mt+Frxlm=0 

DF =0, Fa —Fr— Fgcos45 一 0 
《4) 求解 未 知 量 ” 代 人 了 与 Fr 的 数值 ， 解 上 述 平衡 方程 ， 得 

Fa = 2.4 kN, Fs, = 1.2 kN, Fs = 0.85 kN 


杆 BC 所 受 的 力 与 Fs 是 作用 力 与 反作用 力 的 关系 ， 即 杆 BC 受到 大 小 为 0.85 kN 的 
拉力 。 
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【 例 45] 横梁 AB 用 三 根 杆 支撑 ， 受 载荷 如 图 4-11a 所 示 。 已 知 F = 10 kN,M 一 
5 EN . m， 不 计 构 件 自重 , 试 求 三 杆 所 受 的 力 。 





a) 


4-11 


解 : (1) 选取 研究 对 象 ”选取 横梁 AB 为 研究 对 象 。 
(2) 画 受 力图 横梁 AB 的 受 力图 如 图 4-11b 所 示 ， 三 根 杆 均 为 二 力 杆 ， 它 们 对 梁 的 约 
东 力 沿 各 杆 的 轴线 ， 并 假设 各 杆 均 受 拉 。 
(3) 列 平衡 方程 ”选取 图 示 坐 标 轴 ， 并 以 本 与 F; 作用 线 的 交点 C 为 矩 心 ， 列 平衡 方程 
SIMeF) =0, —FX7m—Fsin30" X2m—Fcos30°"X5m—M=0 


DF =0, 本 ecos45" 一 Fsin30" 一 0 


DDFs 一 0， 一 太一 Psin45" 一 Fcos30" 一 Ps 一 0 
(4) 求解 未 知 量 ” 代 人 下 与 M 的 数值 ， 解 上 述 平衡 方程 ， 得 三 杆 所 受 的 万分 别 为 
局 一 一 5.33kKN， F,=7.07kN, F, = —8.33kN 


结果 中 F; 为 正 值 ， 说 明 杆 2 受 拉力 ; 五 与 F 为 负 值 ， 则 说 明 杆 1、3 受 压 力 。 
另外 ， 还 可 以 以 Fi 与 F 作用 线 的 交点 卫 为 抢 心 〈 见 图 4-11b)， 利 用 第 四 个 平衡 方程 
>)Mp(F;) 一 0 求 出 所 ， 来 对 上 述 计算 结果 进行 校 核 。 请 读者 自行 尝试 。 


二 、 平 面 平行 力 系 的 平衡 方程 


各 力作 用 线 在 同一 平面 内 并 相互 平行 的 力 系 称 为 平面 平行 力 系 。 平面 平 行 
力 系 是 平面 任意 力 系 的 特殊 情况 。 当 它 平 衡 时 ， 
也 应 满足 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 。 若 选择 > 轴 
与 力 系 中 各 力 平行 〈 见 图 412)， 则 2) Fs 一 0 


自然 满足 ， 因 此 平面 平行 力 系 独立 的 平衡 方程 只 
有 两 个 ， 即 

F;, 一 0 

之 | (4-10 ) 
. D>) Mo Fi) 二 0 
平面 平行 力 系 的 平衡 方程 也 可 以 表示 为 二 力 图 4-12 





om 
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矩 式 ， 即 
AM (CEF) 一 0 
SM | C4-11) 


DS Ms(F) 一 0 


式 中 ，A、B 为 力 系 作用 面 内 任意 两 点 ， 但 其 连 线 不 能 与 各 力 平行 。 
【 例 4-6】 一 外 伸 梁 如 图 4-13a 所 示 ， 沿 全 长 作用 有 均 布 载荷 9 一 8 kN/m， 两 支 座 中 间 
作用 有 一 集中 力 下 二 8 kN。 已 知 a 二 1 m， 若 不 计 深 自重 ， 试 求 铵 支 座 A、B 的 约束 力 。 











| 


a) 








图 4-13 


解 : (1) 选取 研究 对 象 ” 选 取 外 伸 梁 为 研究 对 象 。 

(2) 画 受 力图 “外 伸 梁 的 受 力 图 如 图 4-13b 所 示 ， 其 中 均 布 载荷 的 合力 F， = 3ga。 由 于 
固定 铵 支 座 A 的 水 平 约束 分 力 显然 为 零 ， 故 受 力图 中 没有 画 出 。 于 是 ， 作 用 于 梁 上 的 各 力 组 
成 一 平面 平行 力 系 。 

(3) 列 平衡 方程 ”选取 图 示 坐 标 轴 ， 并 以 点 A 为 矩 心 ， 列 平衡 方程 


a 


DIMA(Fi) =0, Fas:2a— Fa 3 "号 一 0 





DF, =0, 到 十 本 一 3 一 下 一 0 


(4) 求解 未 知 量 ” 代 人 有 关 数 值 ， 解 上 述 平 衡 方 程 ， 得 铵 支 座 A、B 的 约束 力 分 别 为 
Fs = 10kN, Fa = 22kN 


【 例 4-7】 ” 塔 式 起 重 机 结构 简 图 如 图 4-14 所 示 。 已 知 机 架 自 重 为 G， 其 作用 线 与 右 轨 B 
的 间距 为 。; 满载 时 荷 重 为 P， 与 右 轨 B 的 间距 为 1; > 
平衡 块 与 左 轨 4 的 间距 为 4a; 轨道 A4、B 的 间距 为 5。 是 
要 保证 起 重 机 在 空 载 和 满载 时 都 不 顶 倒 ， 试 问 平衡 块 的 1 
重 W 应 为 多 少 ? 

解 ; (1) 选取 研究 对 象 ， 画 受 力 图 “选取 塔 式 起 重 
机 整体 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 4-14 所 示 。 作 用 于 
塔 式 起 重 机 上 各 力 组 成 一 平面 平行 力 系 。 

(2) 确定 空 载 时 平衡 块 的 重量 “当空 载 时 ，P 一 0。 
为 使 起 重 机 不 绕 左 轨 A 翻 倒 ， 必 须 满足 Ps 之 0。 

以 点 人 A 为 矩 心 ， 列 平衡 方程 








pe 
he 
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MACEP) =0, Frsb—G(et+O)+Wa 一 0 
解 得 
Pie 一 款 [G(e 二 的 一 Wo] 
将 上 式 代 入 条 件 Fns 守 0， 可 得 空 载 时 平衡 块 的 重量 


W 过 Eo 


(3) 确定 满载 时 平衡 块 的 重量 ” 当 满 载 时 ,为 使 起 重 机 不 绕 右 轨 B 翻 倒 ， 必 须 满 
足 Fw 之 0。 
以 点 吕 为 矩 心 ， 列 平衡 方程 
>7Ma(CPD) =0, 一 Fap 十 允 (a 十 及 一 Ge 一 已 一 0 
解 得 





Fw = $ LGetP! W(at6b)] 
将 上 式 代 人 条 件 Fru 达 0， 可 得 满载 时 平衡 块 的 重量 


1 
克之 7CCeT PD 


综合 考虑 到 上 述 两 种 情况 ， 平 衡 块 的 重量 应 满足 不 等 式 
(GetPD <W< EH 


第 三 节 ”物体 系 的 平衡 问题 


在 处 理 实际 问题 时 ， 经 常 遇 到 由 若干 物体 组 成 的 物体 系 。 当 物体 系 平衡 时 ， 
组 成 该 系统 的 每 一 个 物体 均 处 于 平衡 状态 ， 而 对 于 每 一 个 受 平面 任意 力 系 作用 
的 平衡 物体 ， 都 可 以 列 出 三 个 独立 的 平衡 方程 。 如 物体 系 由 二 个 物体 组 成 ， 则 
共有 3n 个 独立 方程 。 若 物体 系 中 有 物体 受 平 面 汇 交 力 系 或 平面 力 偶 系 或 平面 平 
行 力 系 作用 时 ， 独 立 的 平衡 方程 的 数目 则 相应 减少 。 当 系统 中 未 知 力 的 数目 等 
于 其 独立 的 平衡 方程 的 数目 时 ， 所 有 的 未 知 力 都 能 由 平衡 方程 确定 ， 这 样 的 问 
题 称 为 静 定 问题 ， 例 如 图 4-15 a、b、c 所 示 均 为 静 定 问 题 。 工 程 中 ， 有 时 为 了 
提高 结构 的 承载 能 力 ， 会 增加 一 些 相 对 于 维持 结构 平衡 而 多 余 的 约束 ， 使 得 这 
些 结构 中 未 知 力 的 数目 多 于 独立 平衡 方程 的 数目 ， 未 知 力 就 不 能 全 部 由 平衡 方 
程 确定 ， 这 样 的 问题 称 为 超 静 定 问 题 或 静 不 定 问题 ， 而 总 未 知 力 数目 与 总 独立 
平衡 方程 数目 之 差 则 称 为 超 静 定 次 数 或 静 不 定 次 数 ， 例 如 图 4-15d、e、f{ 所 示 均 
为 一 次 超 静 定 问 题 。 对 于 超 静 定 问 题 ， 必 须 考 虑 物体 因 受 力作 用 而 产生 的 变形 ， 
加 列 某 些 补充 方程 ， 方 能 获 解 。 超 静 定 问题 的 求解 已 超出 了 刚体 静 力学 的 范畴 ， 
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将 在 材料 力学 与 结构 力学 等 后 续 课 程 中 研究 。 





五 到 
B 
4 C 
/ 
c) 
F F 
B 
4 C 


e) f) 
图 4-15 


求解 物体 系 的 平衡 问题 时 ， 既 可 选取 整个 系统 为 研究 对 象 ， 也 可 选取 单个 
物体 或 系统 中 部 分 物体 的 组 合 (分 系统 ) 为 研究 对 象 ， 应 视 具体 情况 灵活 掌握 。 
下 面 通过 实例 来 说 明 各 类 物体 系 的 平衡 问题 的 解法 。 

【 例 4-8】 图 4-16a 为 压榨 机 的 机 构 简 图 ， 已 知 曲柄 QA 上 作用 一 矩 M = 二 500 N，m 的 
力 偶 ,OA4 二 + = 二 0.1m, BD = DC = ED = 二 a 一 0.3 m, 9 = 30"， 机构 在 图 示 位 置 处 于 平 
衡 状 态 。 若 不 计 构件 自重 ， 试 求 此 时 的 水 平 压榨 力 下。 








a) c) 


图 4-16 


解 : 这 是 可 变 机 构 的 平衡 问题 。 欲 使 可 变 机 构 处 于 平衡 状态 ， 作 用 于 其 上 的 主动 力 之 间 
必须 满足 一 定 的 关系 。 这 类 问题 往往 不 必 求 出 所 有 约束 力 ， 而 是 从 已 知 主动 力 到 未 知 主动 力 ， 
按 传动 顺序 依次 将 机 构 拆 开 ， 分 别 选取 各 构件 为 研究 对 象 ， 通 过 分 析 各 连接 点 处 的 受 力 ， 来 
逐步 建立 主动 力 之 间 应 满足 的 关系 。 

1) 首先 选取 曲柄 OA 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 4-16b 所 示 。 由 于 杆 AB 为 二 力 杆 ， 故 
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贸 链 A 对 曲柄 OA 的 约束 力 Fs 沿 AB 方向 。 根 据 力 偶 的 基本 性 质 ， 铵 支 座 O 的 反 力 Fo 与 
Fa 等 值 、 反 向 ， 构 成 一 力 偶 。 由 平面 力 偶 系 的 平衡 方程 
SM 一 0， M—Fr=0 
得 
Fa 二 二 (a) 


7 

2) 然后 选取 杆 BC 与 滑 块 C 组 成 的 分 系统 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 4-16c 所 示 。 以 未 
知 力 Fp 、Fc 作用 线 的 交点 互 为 矩 心 ， 列 平衡 方程 

DIMHCF) 一 0， 一 下 X2asing 十 Fs X2acosg 一 0 
解 得 
下 一 V3Fe (b) 
由 于 Fs 二 Fs 一 F4 二 Fs， 故 联 立 式 (a)、 式 〈b)， 即 得 水 平 压榨 力 
F= V3 = 8660 N 


【 例 4-9】 一 静 定 组 合 梁 如 图 4-17a 所 示 。 已 知 F == 10kN, g = 二 10kN/m, M = 20kN.，m, 
a 二 30", a 二 1 m。 试 求 支 座 A、B 与 铵 链 C 的 约束 力 。 











4 F 
Fo a Bp 
Cc 
Cy 
b) ce) 
图 4-17 


解 : 静 定 组 合 梁 由 若干 根 梁 组 合 而 成 。 其 中 ， 本 身 能 保持 平衡 并 能 独立 承受 载荷 的 梁 称 
为 组 合 梁 的 基本 部 分 ， 而 本 身 不 能 保持 平衡 、 必 须 依赖 于 基本 部 分 才能 够 承受 载荷 的 梁 称 为 
组 合 梁 的 附属 部 分 。 显 然 ， 本 题 中 的 梁 AC 是 基本 部 分 ， 梁 CB 则 为 附属 部 分 。 解 这 类 平衡 问 
题 通常 是 先 研究 附属 部 分 ， 然 后 再 研究 基本 部 分 或 整个 系统 。 

1) 首先 选取 附属 部 分 ， 即 梁 CB 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 4-17b 所 示 。 列 平衡 方程 


DIMe(F,) = 0， Fe .2 一 Fsine'a 一 和 ,号 一 0 
PFs =0, Fe 一 Feosa 一 0 
DF, =0, 了 配 一 到 一 Fsine 十 Fe 一 0 
解 得 活动 匀 支 座 B 与 铵 链 C 的 约束 力 分 别 为 
Fs 一 5kNCf+)， Fe 一 8.66KN( 一 )， Fo = 10kN() 


2) 然后 选取 基本 部 分 ， 即 梁 AC 为 研究 对 象 ， 其 受 力 图 如 图 4-17c 所 示 。 其 中 ， 根 据 作 
用 力 与 反作用 力 的 关系 有 ，F6 = Fe = 8. 66 kKN、F6 = Fo, = 10 kN。 列 平衡 方程 


pe 
所 
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有 
oo 


DF, =0, 了 一 四 一 本 =0 
> MA CE) 一 0， Mi—M-qm 有 深 一 Fo .2 一 0 


解 得 固定 端 支 座 A 的 约束 力 
Fas = 8. 66 EN(—>), Fu 一 20kNC+)， Ma = 55 EN。 m( 逆 时 针 ) 





【 例 4-10】 构架 如 图 4-18a 所 示 ， 已 知 重 物 的 重力 为 P, DC 二 CE 一 4C = 一 CB 一 24， 
定 滑轮 半径 为 R 动 滑轮 半径 为 -， 其 中 RR = 27 一 !，6 二 45"。 试 求 支 座 A、 下 的 约束 力 以 
及 杆 BD 所 受 的 力 。 





b) 


图 4-18 


解 : 在 该 类 问题 中 ， 由 于 整体 所 受 的 未 知 约束 力 较 少 ， 可 以 全 部 求 出 ， 故 一 般 先 选 取 整 
体 为 研究 对 象 ， 求 出 整体 所 受 的 约束 力 。 然 后 ， 再 根据 题 意 选取 某 些 物体 为 研究 对 象 ， 即 可 
求 出 全 部 待 求 未 知 力 。 

1) 首先 选取 整体 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 4-18a 所 示 。 列 平衡 方程 


MeCF) =0， 一 到 .2vV21 一 PP 二 1 一 0 


> ,Fu 一 0， Facos45" 十 Fe 一 0 
PF, =0, Fasin45" 十 Fa 一 已 一 0 
解 得 支 座 4A、 互 的 约束 力 分别 为 
5V2 一 了 一 13 
Pp, Fe 一 言 P， Fs=— BP 


2) 为 了 求 杆 BD 所 受 的 力 ， 应 选取 包含 此 力 的 物体 或 分 系统 为 研究 对 象 。 不 难 判断 ， 此 
时 选取 杆 DE 为 研究 对 象 最 为 方便 。 杆 DE 的 受 力图 如 图 4-18b 所 示 。 以 点 C 为 矩 心 ， 列 平 
衡 方程 

PIMeCF) =0, 一 Foscos45" .2 一 Fki 二 Fe .2 一 0 


4 pe 
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et 
其 中 ，Fk = P/2、Fg, 一 5P/8， 代 人 上 式 ， 解 得 
Fps 一 3Y2p 


杆 BD 所 受 的 力 与 Fos 为 作用 力 与 反作用 力 的 关系 ， 即 杆 BD 受 拉力 作用 ， 大 小 为 


3V2 
3 P。 





【 例 4-11】 图 4-19a 所 示 三 贸 构 架 由 AC 和 BC 两 个 简单 桥架 通过 匀 链 C 连接 而 成 。 若 
铵 支 座 A 和 B 等 高 ， 桩 架 重 Wi = W。 = 友 ， 在 左 机 架 上 作用 一 水 平 力 下 ， 尺 寸 !:、 五 、a 和 
有 均 为 已 知 。 试 求 铵 支 座 A、 电 以 及 铵 链 C 的 约束 力 。 


于 2 





w 


Fpx 


Fay 








a) b) 
图 4-19 
解 : 对 支 座 等 高 的 三 匀 构 架 ， 通常 是 先 取 整 体 再 取 分 体 进行 计算 。 
1)》 首先 选取 整体 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 4-19a 所 示 。 分 别 以 点 A 与 点 B 为 甜心， 列 
平衡 方程 





SD Ma CF) 一 0， 下 B7Z Wia WC a) Fh=0 





SMa(F) 一 0， Fal— FhiWill~—a)+Wa =0 


Fa = 地 (WI+Eh), Fw 一 地 (WI—Fh) 
2) 然后 选取 右 检 架 BC 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 4-19b 所 示 。 列 平衡 方程 
DMR) =0, Fa .+FeH-W( 和 -a)=0 
DF =0, FoFe =0 
DF, =0, Fs++Fo—W,=0 





代 人 Fa, ， 解 得 
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Fh 
Fa = 一 让)(2Wa +Fh), Fe = (2We tA), Fo 一 一 下 


1 
3) 最 后 再 根据 整体 受 力图 ， 列 平衡 方程 
ZF 一 0， Fa+Fa+F=0 
代 人 Fa ， 解 得 


Fa = 3 (2Wa + Fh—2FH) 
车 三 匀 构 架 的 支 座 A、B 位 于 不 同 高 程 ， 又 应 如 何 求解 ? 请 读者 自行 思考 。 





【 例 4-12〗 如 图 4-20a 所 示 ， 编 号 为 1、2、3、4 的 四 根 杆 件 组 成 一 平面 结构 ， 其 中 A、 
C、E 为 光滑 匀 链 ，B、DD 处 为 光滑 接触 ， 瑟 为 结构 中 点 。 在 水 平 杆 2 上 作用 有 铅 垂 力 下 。 若 
不 计 各 杆 自重 ， 试 证 : 无 论 力 下 的 位 置 x 如 何 改 变 ， 其 竖 杆 1 总 是 受到 大 小 等 于 下 的 压力 。 





图 4-20 


解 : 本 题 归 结 为 求解 二 力 杆 杆 1 的 内 力 。 
1) 首先 选取 杆 2、 杆 4 与 销 钉 A 组 成 的 分 系统 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 4-20b 所 示 ， 
其 中 Fa 与 杆 1 所 受 的 力 是 作用 力 与 反作用 力 的 关系 。 以 点 下 为 矩 心 ， 列 平衡 方程 
SMCF) =0， Fn 和 +F(D -zr)+tRe +Ro =0 (a) 
由 上 式 可 见 ， 欲求 出 Fa 必须 先 求 得 Fns 和 FiNp。 
2) 选取 整体 为 研究 对 象 ， 其 受 力 图 如 图 4-20a 所 示 。 以 点 C 为 矩 心 ， 列 平衡 方程 
> Mc CF:) 一 0， Fupb — Fx 一 0 
解 得 
Fw 一 六 FF (by 
3) 再 选取 水 平 杆 2 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 4-20c 所 示 ， 甚 中 Fw:、Fay: 是 销 钉 和 A 对 
杆 2 的 约束 力 。 以 点 4 为 矩 心 ， 列 平衡 方程 
OMA(F) =0, Fap 一 了 一 0 
求 得 
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Fns 一 EF (c) 


将 式 (b)、 式 (c) 代入 式 (a)， 即 得 
Fa 二 一 下 
于 是 ， 命题 得 证 。 此 题 还 有 其 他 解法 ， 请 读者 自行 研究 


复习 思考 题 


4-1 设 平面 力 系 向 一 点 简化 的 主 矢 为 零 ， 主 矩 不 为 零 ， 问 能 否 适当 地 选取 男 一 点 为 简化 
中 心 ， 使 其 主 矩 等 于 零 ? 为 什么 ? 

4-2 ”车 某 平面 力 系 向 A、B 两 点 简化 的 主 矩 皆 为 零 ， 试 讨论 此 力 系 简化 的 可 能 结果 。 

4-3 已 知 一 平面 力 系 对 不 在 同一 直线 上 的 三 点 A、B、C 的 主 矩 相等 ， 试 问 此 力 系 简化 
的 最 终结 果 是 什么 ? 

4-4 ”车 平 面 任意 力 系 的 力 多 边 形 自行 封闭 ， 问 此 力 系 是 否 为 平衡 力 系 ? 为 什么 ? 

人 45 若 某 平面 力 系 向 作用 面 内 任 一 点 简化 的 结果 都 相同 ， 则 此 力 系 简化 的 最 终结 果 可 能 是 
什么 ? 

4-6 ” 试 确定 思考 题 4-6 图 a、b 所 示 两 种 情况 下 ，FFi 与 Fs 的 合力 Fr 的 作用 线 位 置 。 已 
Fi/F, Fl =2F,, AB=1. 





a) b) 
思考 题 4-6 图 
4-7 思考 题 4-7 图 所 示 机 构 处 于 平衡 状态 。 已 知 构件 AB 上 作用 有 一 水 平 力 F，DK 构 
件 上 作用 有 一 矩 为 M 的 力 偶 。 试 问 在 求解 A、B、DD 处 的 约束 力 时 ， 能 否 将 力 下 或 力 偶 M 移 
至 其 他 构件 上 ? 为 什么 ? 





思考 题 4-7 图 


4-8 试 判 断 思 考题 -8 图 所 示 各 种 平衡 问题 中 ， 哪 些 是 静 定 的 ， 哪 些 是 超 静 定 的 ? 假设 
各 接触 面 均 为 光滑 ， 主 动力 均 为 已 知 。 
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a) b ) c) 


d) e) 








h) i) 
思考 题 4-8 图 
习 题 


4-1 如 习题 4-1 图 所 示 平 面 任 意 力 系 ， 已 知 Fl=F,=F, FF = FF = V2F, 每 方 格 的 
边 长 为 a， 试 求 力 系 向 点 O 简化 的 结果 。 
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4-2 ”如 习题 4-2 图 所 示 ， 在 边 长 a 二 1 m 的 正方 形 的 四 个 顶点 上 ， 分 别 作 用 有 瑟 、 王 、 
Fs、 五 4 四 个 力 ， 已 知 瑟 一 40N， Fy; 一 60 N， F; 一 60N， F 二 80 N。 试 求 : 1) 力 系 向 点 
和 A 简化 的 结果 ; 2) 合力 作用 线 的 位 置 。 














习题 4-2 图 


4-3 混凝土 重力 坝 截面 形状 如 习题 4-3 图 所 示 , 已 知 已 = 450 kN，P 一 200 kN， 
五 一 300kN,， 亚 二 70 kN。 试 求 ，1) 力 系 向 点 O 简 化 的 结果 ; 2) 合力 与 基线 OA 的 交点 
到 点 O 的 距离 zx; 3) 合力 作用 线 方程 。 

4-4 ” 试 根据 平面 力 系 简化 理论 确定 习题 4-4 图 所 示 线 性 分 布 载荷 的 合力 及 其 作用 线 的 
位 置 。 














习题 4-3 图 习题 4-4 图 


4-5 试 求 习 题 4-5 图 所 示 各 梁 支 座 的 约束 力 ， 梁 的 自重 忽略 不 计 。 其 中 , 力 的 单位 为 
kN， 力 偶 矩 的 单位 为 kN， m， 分 布 载荷 集 度 的 单位 为 kN/m， 尺 寸 单位 为 m。 

4-6 习题 4-6 图 所 示 露 天 厂房 立柱 的 底部 用 混凝土 砂浆 与 杯 形 基 础 固 连 在 一 起 。 已 知 吊 
车 粱 传 来 的 铅 垂 载荷 下 = 60 kKN， 风 压 集 度 g 一 2kN/m， 立 柱 自重 已 一 40kN，a 一 0.5m， 
h 一 10 m。 试 求 立柱 底部 所 受 的 约束 力 。 
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c) d) 











习题 4-6 图 





习题 4-7 图 


48 匀 质 村 4B 重 P 二 1kN, 在 习题 48 图 所 示 位 置 平衡 ， 试 求 强 子 的 拉力 和 铵 支 座 A 的 约束 力 。 
4-9 试 求 习题 49 图 所 示 斜 梁 支 座 A、B 的 约 东 力 , 已 知 均 布 载荷 集 度 gq 一 2 kN/m、 
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gq, 一 3 kN/m, 斜 梁 自 重 忽略 不 计 。 





习题 4-8 图 


4-10 习题 4-10 图 所 示 勾 质 杆 OA 重 为 P， 长 为 /， 放 在 宽度 为 6(b 二 1/2) 的 光滑 模 


内 。 试 求 杆 在 平衡 时 的 水 平 倾角 a。 
4-11 立柱 AC 承受 载荷 如 习题 4-11 图 所 示 ， 若 不 计 立 柱 自重 ， 试 求 固定 端 4 的 约束 力 。 


20 kN C 本 


3m 


3m 





8 kN/m 4 了 


了 





习题 4-10 图 习题 4-11 图 


412 液压 式 汽车 起 重 机 如 习题 -12 图 所 示 ， 其 固定 部 分 (包括 汽车 ) 的 总 重 Pl 一 60 kN， 
旋转 部 分 的 总 重 Ps 二 20 kN, a 二 1.4m,; 6 二 0.4m, 4 二 1.85m, bs = 二 1.4m。 试 求 : 1) 
当 民 一 3m， 起 吊 重 量 P = 50 kN 时 ,支撑 腿 A、B 所 受到 的 地 面 的 支承 力 ; 2) 当 R = 二 5m 
时 ， 为 了 保证 起 重 机 不 致 翻 倒 ， 最 大 起 重量 应 为 多 少 ? 





习题 4-12 图 
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4-13 ”小 型 回转 式 起 重 机 如 习题 4-13 图 所 示 , 已 知 P 二 10 kN，P, 一 3.5 kN。 试 求 向 
心 轴承 A 与 止 推 轴承 B 的 约束 力 。 
4-14 ”飞机 起 落架 如 习题 4-14 图 所 示 ，A、B、C 均 为 光滑 铵 链 ， 杆 OA 垂直 于 AB 连 线 。 
当 飞 机 等 速 直线 滑行 时 ， 地 面 作用 于 轮 上 的 铅 直 正 压力 Fy = 30 kN。 若 不 计 水 平 摩 氛 力 和 各 
杆 自 重 ， 试 求 匀 链 A、B 的 约束 力 。 


3m 
ps 
14 








B 
/ 


习题 4-13 图 习题 4-14 图 





4-15 如 习题 415 图 所 示 ， 匀 质 球 重 为 P， 半 径 为 >， 放 在 墙 与 杆 CB 之 间 。 杆 CB 长 为 
/， 与 墙 的 夹 角 为 ; B 端 用 水 平 绳 AB 拉 住 。 若 不 计 摩擦 和 杆 重 ， 试 求 绳索 的 拉力 ， 并 求 a 
为 何 值 时 绳 的 拉力 最 小 。 

人 416 ”如 习题 4-16 图 所 示 ， 半 径 - 二 0.4 m 的 匀 质 圆柱 体 O 重 P = 1000 N， 放 在 斜面 上 
用 撑 架 支承 。 若 不 计 架 重 ， 试 求 贸 支 座 A、C 的 约束 力 。 





习题 4-15 图 习题 4-16 图 


4-17 组 合 粱 的 载荷 及 尺寸 如 习题 4-17 图 所 示 ， 图 中 尺寸 单位 为 m。 试 求 梁 各 支 座 的 约 
束 力 。 


本 
Fa 
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习题 4-17 图 


4-18 三 铵 拱 式 组 合 屋 架 如 习题 4-18 图 所 示 ， 若 不 计 架 重 ， 试 求 拉杆 AB 的 受 力 以 及 贸 
链 C 的 约束 力 。 

4-19 平面 刚 架 如 习题 4-19 图 所 示 , 已 知 g 二 10 kN/m, 下 二 50 kN。 若 不 计 刚 架 自 重 ， 
试 求 铵 支 座 A、B、DD 的 约束 力 。 





6m 3m 
习题 4-18 图 习题 4-19 图 


4-20 平面 刚 架 所 受 载 荷 以 及 尺寸 如 习题 4-20 图 所 示 ， 图 中 尺寸 单位 为 m。 若 不 计 刚 架 
自重 , 试 求 匀 支 座 A、B 的 约束 力 。 


15 kN/m 
20 kN/m 








习题 4-20 图 


mn 


第 四 章 平面 任意 力 系 【6 


pa 
4-21 如 习题 4-21 图 所 示 ， 人 字 梯 的 两 部 分 AB 和 AC 的 长 均 为 !， 于 点 A 贸 接 ,在 DD、 
互 两 点 用 水 平 绳 连接 。 梯 子 放 在 光滑 的 水 平面 上 ， 其 一 边 作 用 有 铅 直 力 F。 若 不 计 梯 重 , 试 
求 绳 DE 的 拉力 Fr。 
4-22 在 习题 4-22 图 所 示 结 构 中 ,已 知 g = 2 kN/m， 车 不 计 各 杆 自重 , 试 求 杆 AC 和 
BC 所 受 的 力 。 





习题 4-21 图 习题 4-22 图 


4-23 在 习题 4-23 图 所 示 结 构 中 , 已 知 g = 3 kN/m, F 二 4kN, M=2kN:m,1/= 
2m，CD 二 BD， gq 二 30"。 试 求 支 座 A、B 的 约束 力 。 

4-24 两 根 自重 均 为 P 的 相同 匀 质 杆 连接 如 习题 4-24 图 所 示 。 如 在 点 C 作用 一 水 平 力 
下 二 V3P/2， 系 统 处 于 平衡 ,， 试 求 角 9 与 角 0。 














习题 4-23 图 习题 4-24 图 


4-25 习题 4-25 图 为 火箭 发 动机 实验 台 ， 发 动机 固定 在 实验 台 上 ， 用 浏 力 计 测 得 绳索 拉 
力 为 Fr， 若 实验 台 和 发 动机 共 重 已 ， 试 求 火 箭 推力 已 和 杆 BPD 所 受 的 力 。 

4-26 习题 4-26 图 为 一 “4” 字 形 构架 ， 由 不 计 重量 的 杆 AB、CD 和 AC 用 光滑 铵 链 连 
接 而 成 .了 端 插 和 人 地面， 在 忆 端 作用 一 铅 垂 向 下 的 力 王 。 试 求 : 1》 地 面 对 杆 的 约束 力 ; 2) 
杆 AC 所 受 的 力 ; 3) 匀 链 正 的 约束 力 。 
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习题 4-25 图 习题 4-26 图 


4-27 ”传动 机 构 如 习题 4-27 图 所 示 ， 已 知 带 轮 工 、 开 的 半径 分 别 为 r: 、r: ， 鼓 轮 半径 为 
r， 物 块 A 重 为 已， 两 轮 的 重心 均 位 于 转轴 上 。 试 求 匀速 提升 物 块 4 时， 在 轮 I 上 所 需 施加 的 
力 偶 矩 M 的 大 小 。 

4-28 习题 4-28 图 为 一 滑 道 连 杆 机 构 ， 在 滑 道 连 杆 上 作用 着 水 平 力 正 。 已 知 O4 一 *， 滑 
道 倾 角 为 8B， 机 构 重量 和 各 处 摩擦 均 不 计 。 试 求 当 机 构 平衡 时 ， 作 用 在 曲柄 QA 上 的 力 偶 矩 M 
与 角 0 之 间 的 关系 。 








习题 4-27 图 习题 4-28 图 


4-29 ”在 习题 4-29 图 所 示 构 架 中 ， 已 知 载荷 已 = 6kN， 若 不 计 构架 与 滑轮 自重 ， 试 求 铵 
支 座 A、C 的 约束 力 。 


4-30 ”在 习题 30 图 所 示 构 架 中 ， 物 体重 P = 1200 N， 由 细 绳 跨 过 滑轮 巨 水 平 系 在 墙 上 ， 








习题 4-29 图 习题 4-30 图 
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尺寸 如 图 。 若 不 计 杆 与 滑轮 自重 ,， 试 求 支 座 A、B 的 约束 力 以 及 杆 BC 所 受 的 力 。 

4-31 如 习题 4-31 图 所 示 ， 构 架 由 杆 AB、AC 和 DH 匀 接 而 成 ， 在 杆 DH 上 作用 一 矩 为 
M 的 力 偶 。 若 不 计 各 杆 自重 , 试 求 镑 链 A、B、D 对 杆 AB 的 约束 力 。 

4-32 平面 刚 架 如 习题 4-32 图 所 示 ， 若 不 计 杆 件 自重 ,， 试 求 支 座 A、B、C 的 约束 力 。 


10 kN/m 
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习题 4-31 图 习题 4-32 图 





4-33 ”如 习题 4-33 图 所 示 ， 两 等 长 杆 AB 与 BC 在 B 端 用 铵 链 连接 ， 在 杆 的 D、E 两 点 
连 一 水 平 弹 稀 。 已 知 弹簧 的 刚度 系数 为 &£: 当 AC 距离 等 于 a 时 ， 弹 簧 内 拉力 为 零 ; 点 C 作用 
一 水 平 力 F; AB 一 BC 一 !，BD 一 b。 若 不 计 杆 件 自重 , 试 求 系统 平衡 时 的 AC 距离 。 

人 34 在 习题 4-34 图 所 示 结 构 中 ,已 知 下 二 10kN, 4 二 2m，ls 一 3m。 若 不 计 结 构 自 
重 ， 试 求 杆 CD、EO 所 受 的 力 。 











习题 4-33 图 习题 4-34 图 


435 若 习 题 4-35 图 所 示 梅 粱 混合 结构 中 ， 已 知 下 、g、!， 不 计 结 构 自 重 ， 试 求 杆 1、2、 
3 所 受 的 力 。 

4-36 铸 工 造型 机 翻 台 机 构 如 习题 4-36 图 所 示 , 已 知 BD = 二 b= 0.3m，CD = EO = 
A 一 0.4m，DO=! 一 1m, 且 DO| EO; 翻 台 的 重力 P = 500 N, 重心 在 点 C。 在 图 示 位 
置 ，AB 铅 直 且 垂直 于 BC， gy = 30"。 若 不 计 构 件 自重 ， 试 求 保持 平衡 的 力 下 以 及 按 支 座 4、 


Co) 理论 力学 第 2 版 


O 与 铵 链 忆 的 约束 力 。 








习题 4-35 图 习题 4-36 图 


4-37 在 习题 4-37 图 所 示 构 架 中 , 已 知 下 二 1000 N, / = 二 300 mm, 有 一 400 mm。 若 不 
计 构 架 自 重 ， 试 求 铵 支 座 A、DD 的 约束 力 。 

4-38 在 习题 4-38 图 所 示 构 架 中 ， 已 知 下、g9、!，M = 只， 若 不 计 构 架 自重 ， 试 求 支 座 
A、D 的 约束 力 。 
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习题 4-37 图 习题 4-38 图 


第 五 章 
空间 力 系 


各 力 的 作用 线 不 在 同一 平面 内 的 力 系 称 为 空间 力 系 。 空 间 力 系 是 力 系 中 最 
一 般 的 情形 。 本 章 主要 讨论 空间 力 系 的 平衡 问题 。 





第 一 节 ”空间 汇 交 力 系 


研究 空间 力 系 的 方法 与 研究 平面 力 系 的 方法 基本 相同 。 但 因 空 间 力 系 中 的 
各 力 分 布 在 三 维 空间 ， 故 平面 力 系 中 的 有 关 概 念 、 理 论 和 方法 需要 加 以 引申 和 
扩展 。 本 节 在 讨论 空间 汇 交 力 系 的 合成 与 平衡 之 前 ， 需 要 先 介 绍 力 在 空间 直角 
坐标 轴 上 的 投影 。 


一 、 力 在 空间 直角 坐标 轴 上 的 投影 


计算 力 在 空间 直角 坐标 轴 上 的 投影 ， 一 般 有 两 种 方法 : 

1. 直接 投影 法 

若 力 王 与 z、y、z 轴 的 正 向 夹 角 a、pB、7Y 为 
已 知 ， 如 图 5-1 所 示 ， 则 力 F 在 空间 直角 坐标 轴 
上 的 投影 就 等 于 力 下 的 大 小 乘 以 力 下 与 该 轴 正 向 
夹 角 的 余弦 ， 即 





F, = Fecosa 
F, = reo (5-1 ) 
F, = Fcosy 图 5-1 
这 种 方法 称 为 直接 投影 法 或 一 次 投影 法 。 
2. 间接 投影 法 


当 力 与 坐标 轴 xz、y 间 的 夹 角 a、B 不易 确定 时 ， 可 先 将 力 下 投影 到 坐标 
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平面 Ozy 上 ， 得 到 力 下 在 坐标 平面 Ory 上 的 投影 
F.,， 然 后 再 将 ,投影 到 zx、y 轴 上 。 这 种 方法 称 
为 间接 投影 法 或 二 次 投影 法 。 在 图 5-2 中 ， 已 知 
力 下 与 z 轴 的 正 向 夹 角 y 和 投影 ,与 x 轴 的 夹 角 
9p， 则 由 二 次 投影 法 ， 力 下 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 
分 别 为 





F, = Fsinysing (5-2 ) 5-2 


F, = Fsinycosg 
F, = Fcosy | 
需要 特别 指出 的 是 ， 力 在 轴 上 的 投影 是 代数 量 ;而 力 在 平面 上 的 投影 则 是 
矢量 ， 这 是 因为 力 在 平面 上 的 投影 具有 方向 性 ， 必 须 用 矢量 来 表示 。 
反之 ， 着 已 知 力 下 在 空间 直角 坐标 轴 上 的 投影 下.、F,、F。， 则 该 力 的 大 小 
与 方向 余 汞 分 别 为 


F= VE 二 (S-3 ) 
= 
cosa 一 天 
cosp 一 党 (5-4 ) 
= 
cosy 二 下 


【 例 5-1】 如 图 5-3 所 示 ， 设 力 下 作用 于 长 方 体 的 顶点 C， 其 作用 线 沿 长 方 体 对 角 线 。 若 
长 方 体 三 个 楼 边 长 分 别 为 AB 二 a，BC = bp，BE 一 c， 试 求 力 在 图 示 直 角 坐 标 轴 上 的 投影 。 











解 : 下 在 z 轴 上 的 投影 





-一 C 
YT rar 


采用 二 次 投影 法 ,得 在 z、y 轴 上 的 投影 
Va’t+ew pb ob 
F 二 一 -一 





了 xz = Fsinycosp 一 
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Va Te Va te VE TE te 
二 、 空 间 汇 交 力 系 的 合成 与 平衡 
将 平面 汇 交 力 系 的 合成 法 则 扩展 到 空间 ， 可 得 结论 : 空间 汇 交 力 系 可 以 合 
成 为 一 个 作用 线 通过 汇 交 点 的 合力 ， 合 力 矢 等 于 各 分 力 的 矢量 和 。 即 
Fx = PF: = DFiit DF + D) Fk (5-5 ) 
式 中 ，》) Fa、2》) Fs 、2》) Fs 分 别 为 合力 Fr 在 zx、y、xz 轴 上 的 投影 ，i、j、 上 分 
别 为 沿 x、y、z 轴 正 向 的 单位 矢量 。 合 力 的 大 小 和 方向 余弦 分 别 为 








F, = Fsinysing 

















Fr =MCOOF) 上 (>F 十 (Fo (5-6) 
Fu 
cos( Fr ,2) 一 和 
cos Fes) = (5-7) 
FR 
cos(Fr,k) 一 Se 


式 中 ， (Fr ,i)、 (Fr,j)、 (Fr ,分 别 表示 Fr 与 工 、 yy、 z 轴 的 正 向 夹 角 。 
根据 空间 汇 交 力 系 的 合成 结果 可 知 ， 空 间 汇 交 力 系 平衡 的 必要 且 充 分 条 件 
为 该 力 系 的 合力 等 于 零 。 由 式 〈5-6) 可 知 ， 为 使 合力 F 为 零 ， 必 须 同 时 满足 


DF, =0 (5-8 ) 
DF 一 0 


即 空间 汇 交 力 系 平衡 的 必要 且 充 分 的 解析 条 件 为 力 系 中 所 有 各 力 分 别 在 三 个 坐 
标 轴 上 投影 的 代数 和 同时 等 于 零 。 式 (5-8) 称 为 空间 汇 交 力 系 的 平衡 方程 。 

应 用 上 述 三 个 独立 的 平衡 方程 ， 可 求解 包含 不 多 于 三 个 未 知 力 的 空间 汇 交 
力 系 的 平衡 问题 。 解 题 方 法 及 步 又 与 求解 平面 汇 交 力 系 的 平衡 问题 相似 。 

【 例 5-2】 如 图 5-4a 所 示 ， 三根 杆 AB、AC、AD 铵 接 于 点 A， 在 点 4 悬挂 一 重力 为 王 
的 物体 。AB 与 AC 相互 垂直 生长 度 相 等 ， 杆 AD 与 水 平面 OBAC 间 的 夹 角 人 OAD = 30"， 
B、A、C、 DD 均 为 光滑 匀 链 。 若 PP = 1000 N， 不 计 杆 件 自重 ， 试 求 各 村 所 受 的 力 。 

解 : 因 重 力 不 计 ， 各 杆 都 是 二 力 杆 ， 假 设 各 杆 均 受 拉 。 选 取 匀 链 A 为 研究 对 象 ， 受 力图 
如 图 5-4b 所 示 ， 铵 链 A 受 三 杆 的 拉力 Fs、Fc、Fo 以 及 挂 重 物 的 绳子 的 拉力 Ft 的 作用 而 平 
衡 ， 这 些 力 组 成 空间 汇 交 力 系 。 

取 图 5-4b 所 示 坐 标 系 ， 列 平衡 方程 
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a) b) 
图 5-4 
DDFs =0, —Fc— Fpceos30°sin45° 一 0 
SF, 一 0， 一 Es 一 Fbcos30"cos45 一 0 
DF =0, Fpsin30°—Fr=0 
其 中 ，Fr = 二 P = 1000 N。 于 是 ， 解 得 各 杆 受 力 为 
Fp 一 2000N，F = Fc = ~—1225N 


Fs 与 Fc 为 负 值 ， 说 明 其 实际 方向 与 假定 的 方向 相反 ， 即 杆 AB、AC 受 压 ; Fp 为 正 值 ， 
说 明 杆 4 受 拉 。 





第 二 节 “ 力 对 轴 的 和 矩 与 力 对 点 的 矩 的 矢量 定义 


一 、 力 对 轴 的 矩 的 概念 


在 工程 和 生活 实际 中 ， 经 常 遇 到 物体 在 力 的 作用 下 绕 轴 转动 的 情形 。 为 了 
度量 力 使 物体 绕 轴 转动 的 效应 ， 需 要 引入 力 对 轴 的 矩 的 概念 。 

如 图 5-5 所 示 ， 力 五 作用 于 门 上 的 点 A， 使 门 绕 = 轴 转 动 。 为 了 确定 力 F 
使 门 绕 z 轴 转 动 的 效应 ， 将 该 力 分 解 为 两 个 分 力 F. 和 了 下。 ， 其 中 F. 与 x 轴 平 
行 ; 也 ,与 z 轴 答 直 。 由 经 验 可 知 ， 平 行 于 > 轴 的 分 力 F, 不 能 使 门 转动 ， 只 有 分 
力 卫 .才能 使 门 绕 z 轴 转 动 。 如 果 过 点 A 作 一 平面 zy 与 z 轴 垂 直 ， 并 交 z 轴 于 
点 DO， 显然 分 力 ,也 就 是 力 下 在 x-y 平面 上 的 投影 ， 而 分 力 下 .使 门 绕 > 轴 转 
动 的 效应 可 以 用 在 zx-y 平面 内 FF 对 点 O 〇 的 伟 来 度量 。 于 是 ， 有 如 下 定义 : 

力 对 轴 的 矩 是 对 力 使 物体 绕 轴 转动 效应 的 度量 ， 定 义 为 代数 量 ， 其 大 小 等 
于 该 力 在 垂直 于 该 轴 平 面 上 的 投影 对 该 轴 与 此 平面 交点 的 矩 ; 其 正 负 号 由 右手 
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螺旋 法 则 确定 ， 即 将 右手 四 指 握 轴 并 使 其 弯曲 方向 与 力 下 使 物体 绕 轴 转 动 的 方 
向 一 致 ， 若 大 拇指 的 指向 与 轴 的 正 向 相同 ， 则 取 正 号 ; 反之 取 负 号 〈 见 图 5-6)。 
力 对 轴 的 抢 的 正 负 号 亦 可 规定 为 : 从 轴 的 正 向 往 负 向 看 去 ， 逆 时 针 转 向 为 正 ， 
反之 为 负 。 显然 这 两 种 规则 是 一 致 的 。 力 F 对 z 轴 的 和 矩 用 符号 M: (FF) 表示 ， 
即 有 

MW) = Mo(F,)= +tF,yd (5-9 ) 


1 
CIOM(R) 





图 5-5 图 5-6 


力 对 轴 的 和 矩 的 单位 与 力 对 点 的 矩 的 单位 相同 ， 在 国际 单位 制 中 ， 为 N。， mn 
( 牛 。 米 )。 

由 为 对 轴 的 矩 的 定义 可 知 : 

1) 当 力 的 作用 线 与 轴 平 行 〈 此 时 FE。 = 0) 或 相交 (此 时 4 二 0) 时 ， 力 对 
该 轴 的 矩 等 于 零 。 

2) 当 力 沿 其 作用 线 滑 移 时 ， 力 对 轴 的 和 矩 不 变 。 


二 、 力 对 轴 的 合力 和 矩 定理 
由 平面 力 系 中 对 点 的 合力 抢 定 理 ， 可 推出 空间 力 系 中 对 轴 的 合力 矩 定 理 : 
空间 力 系 的 合力 对 某 一 轴 的 矩 等 于 力 系 中 所 有 各 力 对 同一 轴 的 抢 的 代数 和 ， 即 
MFr) = > M,CF') (5-10 ) 
在 计算 力 对 轴 的 矩 时 ， 有 时 利用 上 述 合力 和 矩 定理 较为 方便 ， 具体 方法 为 : 


先 将 力作 正 交 分 解 ， 然 后 计算 每 个 分 力 对 该 轴 的 符 ， 最 后 求 这 些 力矩 的 代数 和 ， 
即 得 该 力 对 该 轴 的 和 矩 。 


三 、 力 对 轴 的 和 矩 的 解析 算式 


如 图 5-7 所 示 ， 力 下 作用 点 A 的 坐标 为 (zy,yyz); 将 力 正在 Z-y 平面 上 的 
AM (ED) 一 Mo(CE = Mo(F,)+MolF,) 
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其 中 ， Mo (F,) = — yF,、 Mo (F,) 一 
ZxF,， 代 入 上 式 即 得 
MF)= zxF,—yF; 
同 理 ， 可 得 力 对 x、y 轴 的 矩 的 解析 算 
式 。 概 括 有 
M.,(F) = yF,—zF, 
| (S$-11 ) 





M,(F)= zF,—zxF, 

M.(F)= rh,—yF, 
其 中 ， (Zz,， yz) 为 力 FF 作用 点 的 坐标 ， 
F;、F,、F, 分 别 为 力 F 在 r+、y、z 轴 上 
的 投影 。 

【 例 5-3】 如 图 5-8 所 示 ， 手 柄 ABCE 位 于 
平面 Azy 内 ,在 处 受 力 F 的 作用 。 力 位 于 
垂直 于 > 轴 的 平面 内 ， 偏 离 铅 直线 的 角度 为 0。 
AB 和 BC 的 长 度 都 等 于 !/，CD 一 a，BC 平行 于 
工 轴 ，CE 平行 于 y 轴 。 试 求 力 玉 对 x、y、z 轴 
的 矩 。 

解 : 方法 (1) “利用 力 对 轴 的 合力 和 矩 定理 
求解 

将 力 正 沿 坐标 轴 分 解 为 下。 和 下 . 两 个 分 力 ， 
其 中 已 一 Fsin6、F, 一 Fcos0。 根 据 合 力矩 定理 ， 
得 











M,(F)= M,(F,)+M,(F.)= 0+[—F.(AB+CD)]= 一 下 (十 acosb 
M,(F)= M,(F.)+M,(F.)= 0+(—F,.* BC)= 一 Ficos0 
MF)= MF.)+M(F,)= L—F.(AB+CD)J+0 = —F(UtTa)sing 
方法 (2) ”利用 力 对 轴 的 矩 的 解析 表达 式 求解 
力 F 在 x、y、z 轴 上 的 投影 分 别 为 
F, = Fsing, F, = 0,， F, = 一 下 cosO 
力 下 作用 点 DD 的 坐标 为 


工 一 一 /， y= 二 la, z= 二 0 





由 式 (5-11)， 即 得 
M(F)= yE 一 = 一 (十 a)( 一 Fcos0) 一 0 F(a)cos0 
M,(F)= zF,.—zxF, 一 0 一 (一 0) 一 Fcos0) 一 一 下 LcosO 
M,(F)= zxF,y—yF, 一 0 一 人 十 ca)CFsin0) = 一 下 (十 a)sing 
两 种 计算 方法 结果 相同 。 














【 例 5-4】〗】 图 5-9 所 示 长 方 体 边 长 分 别 为 a、5、c， 沿 其 对 角 线 AB 作用 一 力 。 试 求 力 
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下 对 zx，z 及 yi1 三 轴 的 矩 。 
解 : 首先 将 力 FF 沿 着 坐标 轴 作 三 维 正 交 分 解 ， 
得 分 力 F,、F,、F.， 其 大 小 为 
FP; = 





a 
一 一 一 F 
atte 
pb 


DT /Ter 





Ff. = 





CC 
利用 力 对 轴 的 矩 的 合力 矩 定理 ， 即 得 
M,(F)= Mo(F.)= 





bc F 
ab 


M.(F) = (F,)= 一 一 一 一 六 


CC 


0 


四 、 力 对 点 的 矩 的 矢量 定义 


如 第 三 章 所 述 ， 平 面 内 力 对 点 的 矩 为 代数 量 ， 因 为 在 平面 内 ， 用 代数 量 表 
示 力 对 点 的 矩 足以 概括 它 的 所 有 要 素 ， 即 大 小 和 z 
转向 。 但 在 空间 中 ， 力 对 点 的 矩 有 三 个 要 素 : 大 
小 、 力 和 矩 作用 面 〈( 力 与 矩 心 所 决定 的 平面 〉 以 及 
在 作用 面 内 的 转向 ， 为 了 能 够 完整 描述 这 三 个 要 
素 ， 必 须 将 力 对 点 的 矩 定 义 为 矢量 。 

如 图 5-10 所 示 ， 力 对 点 O 的 矩 的 矢量 定 
义 为 








<! 


Mo(F)= rxF (5-12 ) 
式 中 ，r 为 矩 心 O 至 力 F 作用 点 A 的 矢 径 。 即 力 
对 点 的 矩 矢 等 于 和 矩 心 至 力作 用 点 的 矢 径 与 该 力 的 图 5-10 
矢 积 。 
根据 矢 积 的 定义 可 知 ， 力 矩 矢 Mo(F) 垂 直 于 力矩 作用 面 ， 指 向 按 右手 螺旋 
法 则 确定 〈 见 图 5-10) ， 大 小 为 
Mo (了 ) 二 Fd 一 2 人 O4B 面积 (5-13) 


五 、 力 对 点 的 矩 矢 与 力 对 通过 该 点 的 轴 的 矩 的 关系 


由 式 (5-12) 与 式 (5-11) 不 难 验证 力 对 点 的 和 矩 矢 在 通过 该 点 的 任 一 轴 
上 的 投影 等 于 力 对 该 轴 的 和 矩 ， 即 
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[MoCE)]， 一 AM (BE) (5-14 ) 
[Mo(F)], = M.(F) 


式 〈5-14) 建立 了 力 对 点 的 矩 矢 与 力 对 通过 该 点 的 轴 的 矩 的 关系 。 


[MoCF)]。 = | 





第 三 节 ”空间 任意 力 系 的 平衡 方程 


一 、 空 间 任意 力 系 的 平衡 方程 
可 以 证 明 ， 当 一 个 空间 任意 力 系 平衡 时 ， 必 须 同时 满足 下 面 的 六 个 平衡 





方程 ; 
DF 一 0 
DOF, 一 0 
Fe 一 0 (5-15 ) 
SIM,F) 一 0 
DIM,(F) 一 0 
SIM.(F) 一 0 


上 式 表明 ， 空 间 任 意 力 系 平衡 的 必要 且 充 分 的 解析 条 件 是 : 力 系 中 所 有 各 
力 分 别 在 三 个 坐标 轴 上 投影 的 代数 和 以 及 所 有 各 力 分 别 对 三 个 坐标 轴 的 和 矩 的 代 
数 和 均 同时 等 于 零 。 

应 用 上 述 六 个 独立 的 平衡 方程 ， 可 求解 不 多 于 六 个 未 知 力 的 空间 任意 力 系 
的 平衡 问题 。 另 外 ， 还 应 补充 说 明 两 点 : 

1) 当空 间 任意 力 系 平衡 时 ， 它 在 任何 平面 上 的 投影 力 系 也 平衡 。 因 此 ， 可 
将 空间 任意 力 系 投影 在 三 个 坐标 平面 上 ， 通 过 三 个 平面 力 系 来 进行 计算 ， 即 可 
将 空间 力 系 的 平衡 问题 转化 为 平面 力 系 的 平衡 问题 来 处 理 ; 

2) 与 平面 任意 力 系 类 似 ， 空 间 任意 力 系 的 平衡 方程 除了 式 〈5-15) 所 示 的 
三 投影 式 加 三 力矩 式 的 基本 形式 外 ， 还 可 以 采用 二 投影 式 加 四 力矩 式 、 一 投影 
式 加 五 力 抢 式 、 六 力矩 式 等 其 他 形式 ， 但 同样 对 投影 轴 和 和 矩 轴 有 一 定 的 限制 条 
件 ， 读 者 如 有 兴趣 可 自行 研究 。 


二 、 空 间 平 行 力 系 的 平衡 方程 
空间 平行 力 系 为 空间 任意 力 系 的 一 种 特殊 情况 。 若 取 = 轴 与 各 力 平 行 〈 见 
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图 5-11)， 则 各 力 对 z 轴 的 和 矩 都 恒 等 于 零 ， 同 时 
各 力 在 zx、y 两 坐标 轴 上 的 投影 也 都 恒 等 于 零 。 
于 是 ， 式 〈5-15) 中 的 方程 

DF =0, DDFs, =0, DIM(F)=0 
成 为 恒等式 。 因 此 ， 空 间 平 行 力 系 的 平衡 方程 为 








DOF, 一 0 
DSM,(F)=0 图 5-11 


上 式 表明 ， 空 间 平 行 力 系 平衡 的 必要 且 充 分 的 解析 条 件 是 : 该 力 系 中 所 有 
力 在 与 力作 用 线 平 行 的 坐标 轴 上 投影 的 代数 和 以 及 所 有 力 分 别 对 两 个 与 力作 用 
线 垂 直 的 轴 的 矩 的 代数 和 同时 等 于 零 。 

空间 平行 力 系 有 三 个 独立 的 平衡 方程 ， 最 多 可 解 三 个 未 知 量 。 


三 、 空 间 约 束 的 常见 类 型 


物体 在 空间 力 系 作 用 下 可 能 产生 的 运动 有 沿 空间 坐标 轴 x、y、z 三 个 方向 
的 移动 以 及 绕 三 个 坐标 轴 的 转动 。 因 此 ， 要 求 空间 约束 提供 相应 的 约束 力 以 限 
制 物体 的 移动 ， 以 及 相应 的 约束 力 偶 以 限制 物体 的 转动 。 表 5-1 给 出 了 几 种 常 
见 的 空间 约束 及 其 约束 力 的 表达 方式 。 


表 5-1 常见 的 空间 约束 及 其 约束 力 






约束 类 型 








径 向 轴承 圆柱 铵 链 铁轨 
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( 续 ) 
约 东 力 | 约束 类 型 
导 问 轴承 万 向 接头 
Faz 
Mi My 
a) 了 Fay 
E Az 
May 
b 
) 六 Fay 
Fo 带 有 销 子 的 夹板 导轨 
Maz 
a) Max Fay 
F Ax 4 
Az 
Maz 
bd) “上 Gr 
Me A May a) b) 
空间 的 固定 端 支 座 
Fa: 
Mi Miy 
4 Fay 
和 Max 








在 分 析 实 际 的 空间 约束 时 ， 应 抓 住 主要 因素 ， 忽 略 次 要 因素 ， 作 一 些 合理 
的 简化 。 例 如 ， 导 向 轴承 能 阻碍 轴 沿 y 轴 和 zx 轴 的 移动 ， 并 能 阻碍 绕 y 轴 和 >z 
轴 的 转动 ， 所 以 有 4 个 约束 力 ， 即 FA,、F4 、Ma, 、Ma. ; 而 径 向 轴承 限制 绕 y 
轴 和 x 轴 的 转动 作用 很 小 ，Ms, 和 Ma 可 忽略 不 计 ， 所 以 只 有 两 个 约束 力 Fa 和 
Fn 。 又 如 ， 一 般 柜 门 都 装 有 两 个 合 页 ， 形 如 表 5-1 中 的 蝶 形 贸 链 ， 它 主要 限制 
物体 沿 >、z 轴 的 移动 ， 因 而 有 两 个 约束 力 Fw 和 Fu; 合 页 不 限制 物体 绕 转 轴 的 
转动 ， 单 个 合 页 对 物体 绕 y，z 轴 转 动 的 限制 作用 也 很 小 ， 因 而 没有 约束 力 偶 。 

另外 ， 同 一 种 约束 装置 的 约束 力 的 数目 还 与 所 受到 的 力 系 有 关 。 例 如 ， 在 
空间 任意 力 系 作用 下 ， 固 定 端 A 的 约束 力 共 有 6 个 ， 即 Fa 、Fsy、Fa、Ma、 
Ma 、Ma; 而 在 Oxy 平面 内 受 平面 任意 力 系 作用 时 ， 固 定 端 A4 的 约束 力 就 只 有 
3 个 ， 即 Fa 、Fay、Ma。 

【 例 5-5】 支承 于 两 个 径 向 轴承 A、B 的 传动 轴 如 图 5-12 所 示 。 已 知 圆柱 直人 齿 轮 的 节 圆 
直径 4 二 173 mm， 压 力 角 a = 20"; 在 法 兰 盘 上 作用 一 力 偶 ， 其 力 偶 矩 M = 1030 N，m。 若 
不 计 摩 擦 和 构件 自重 ， 试 求 传动 轴 匀 速 转动 时 轴承 A、B 的 约束 力 以 及 齿轮 所 受 的 嗜 合力 下 。 

解 : 选取 整个 传动 轴 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 5-12 所 示 ， 其 中 ， 径 向 轴承 A、B 的 约束 
力 Fa 、Fa 与 Fa 、Fa- 均 假设 沿 z、z 轴 的 正 向 。 这 是 空间 任意 力 系 ， 共 含有 5 个 未 知 力 。 
建立 图 示 坐 标 轴 ， 列 平衡 方程 




















DM (CF) =0, —M+Fcos20° XE =0 
DIM,(F) = 0, Fsin20° X220 mm Fgs X332mm 一 0 
DIM(F) 一 0， 一 Fa X332mm 十 Fecos20"X220mm 一 0 
DF =0, Fa Fe — Feos20° 一 0 
DF, =0, Fa + Fp Fsin20° =0 
代 人 已 知 数值 ， 解 得 轴承 A、B 的 约束 力 以 及 齿轮 所 受 的 唉 合力 分 别 为 
Fe 一 一 2.87 kN， Fg = 7.89kN 


F 一 12.67 kN 
负 号 表示 该 力 的 方向 与 图 中 假设 方向 相反 。 


【 例 5-6】 一 曲柄 传动 轴 上 安装 着 带 轮 ， 如 图 5-13 所 示 。 已 知 带 的 拉力 F。 一 2P， 
曲柄 上 作用 的 铬 重力 下 二 2000 Ni 带 轮 的 直径 DD 二 400 mm， 曲 柄 长 R 一 300 mm; 两 侧 带 
与 铅 垂 线 间 的 夹 角 分 别 为 a 一 30 和 有 一 60"; 其 他 尺寸 如 图 所 示 。 试 求 带 拉力 和 径 向 轴承 A、 
B 的 约束 力 。 





图 5-13 
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解 : 选取 整个 轴 为 研究 对 象 。 如 图 5-13 所 示 ， 在 轴 上 作用 有 带 拉 力 F, 、 瑟 ; 在 曲柄 上 
作用 有 铅 垂 力 F; 在 A、B 处 作用 有 轴承 约束 力 Fa: 、F 与 Fa 、Fa-， 这 些 力 构 成 空间 任意 
力 系 。 取 图 示 坐 标 轴 ， 列 平 稀 方程 

DJF =0, Fsin30°+F2sin60°+ Fa +Fa 一 0 


DF =0, —Ficos30"— Fz2cos60°—F++Fa+tFs. =0 


DIM Fi) =0, Ficos30° X 200 mm 十 Fcos60° X 200 mm 
—FX200 mm+ Fg, X400mm = 0 
DIM (CF) =0. FX300mm— (Fi—F)xX200mm=0 
DMF) 一 0， Fsin30° X200mm++ Fzsin6€0° X200mm— Fe: X400mm=0 
据 题 意 还 有 
FE = 2F, 
六 个 方程 、 六 个 未 知 量 ， 联 立 解 之 ， 即 得 带 拉力 和 径 向 轴承 A、B 的 约束 力 分 别 为 
Fi=300N, F,:= 6000N 
Fw 一 一 1004N， Fs= 9397N 
Fe = 3348 N， Fp,=—1799N 


【 例 5-7】 如 图 5-14 所 示 ， 匀 质 长 方形 
板 ABCD 重量 为 民 ， 用 球形 铵 支 座 A 和 蝶 形 
贸 支 座 B 固定 在 墙 上 ， 并 用 强 EC 维持 在 水 平 
位 置 上 。 试 求 绳 的 拉力 和 支 座 A、B 的 约 
束 力 。 

解 : 选取 板 ABCD 为 研究 对 象 。 如 图 
5-14 所 示 ， 板 ABCD 所 受 的 力 有 : 重力 P, 球 
匀 A 的 支 座 反 力 Fa: 、Faw 、Fa- ， 蝶 形 镜 B 的 
支 座 反 力 Fp 、Fs; 以 及 强 EC 的 拉力 Fr， 这 
些 力 构成 空间 任意 力 系 。 取 图 示 坐 标 轴 ， 为 避 
免 解 联 立 方程 ,首先 以 y 轴 为 矩 轴 ， 列 平衡 
方程 








BEB 一 
2 


DM (CF) =0, —Frsin30°. BC+P. 0 


解 得 
Fr=P 
其 次 ， 以 xz 轴 为 矩 轴 ， 列 平衡 方程 
OIM.(F) 一 0， 一 Fa .4B 一 0 
解 得 
Fa 一 0 
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然后 ， 以 由 点 A 指向 C 的 AC 轴 为 矩 轴 ， 列 平衡 方程 
DIMac(F) =0, Fp.* ABsin30° 一 0 
解 得 
Fpz: = 0 
最 后 ， 再 列 出 三 个 投影 式 平衡 方程 
> Fa 一 0， Fa 一 Frcos 30°cos 60" =0 
DF, =0, Fw — Frcos30°sin60° 一 0 
DDFs 一 0， Fu 十 Frsin30" 一 已 一 0 
解 得 
3 
Fa = Bp, Fw»— 了 YP， Fe 一 二 已 


【 例 5-8】 三 轮 车 如 图 5-15 所 示 ， 已 知 车 重 己 一 8kN， 重 心 位 于 点 C; 载荷 局 一 10kN， 
作用 于 点 下 。 试 求 三 轮 车 静止 时 地 面 对 车 轮 的 约束 力 。 











图 5-15 


解 : 选取 三 轮 车 为 研究 对 象 。 车 上 作用 有 主动 力 P、P, 和 地 面 对 三 个 车 轮 的 法 向 约束 力 
Fa、Fs、kFp， 受 力图 如 图 5-15 所 示 ， 这 些 力 组 成 空间 平行 力 系 。 
取 图 示 坐 标 轴 ， 列 平衡 方程 


> Fa 一 0， 一 卫 一 玉 十 Fa 十 Fe 十 Fp 一 0 
SIM(F) =0, ~—Pixo0.2m-— PxX1l.2mi+FpX2m=0 


OM,(F) =0, Px0.8m+Px0.6m—FpX0.6m—FsX1.2m=0 
解 得 地 面 对 车 轮 的 约束 力 
Fa=4.4kN, Fs=7.8kN, F, = 5.8kN 
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复习 思考 题 


5-1 车 与 x 轴 的 正 向 夹 角 为 <， 在 什么 情况 下 它 在 y 轴 上 的 投影 fF，== 一 Fsina? 此 时 
它 在 z 轴 上 的 投影 为 多 少 ? 

5-2 已 知 力 及 其 与 x 轴 的 正 向 夹 角 a、 与 y 轴 的 正 向 来 角 8， 能 不 能 算出 F.? 

5-3， 在 什么 情况 下 力 对 轴 的 矩 等 于 零 ? 

5-4 ”平面 力 对 点 的 撼 为 代数 量 ， 为 什么 空间 力 对 点 的 矩 2 
必须 定义 为 矢量 ? 

5-5 “如何 确定 力矩 矢 的 方向 ? 

5-6 空间 任意 力 系 向 三 个 互相 垂直 的 坐标 平面 上 投影 ， 
可 得 到 三 个 平面 任意 力 系 ， 每 个 平面 任意 力 系 可 列 出 三 个 平 
衡 方程 ， 故 共有 九 个 平衡 方程 。 这 样 是 否 可 以 求解 九 个 未 知 
量 ? 为 什么 ? 

5-7” 斌 确定 下 列 空间 力 系 的 独立 平衡 方程 的 数目 ，1) 各 
力 的 作用 线 都 与 一 直线 相交 ; 2) 各 力 的 作用 线 都 平行 于 某 一 
固定 平面 。 

5-8 思考 题 5-8 图 中 的 四 个 力 的 大 小 都 等 于 下 ,尺寸 a 
为 已 知 ， 试 问 哪 个 力 对 哪个 坐标 轴 的 矩 为 零 ? 思考 题 5-8 图 








习 题 
5-1 如 习题 5-1 图 所 示 ， 水 平 圆 盘 的 半径 为 >， 外 缘 C 处 作用 有 已 知 力 王 ， 力 下 位 于 加 


盘 C 处 的 切 平面 内 ， 且 与 圆 盘 C 处 的 切线 夹 角 为 60"， 其 他 尺寸 如 图 。 试 求 力 下 对 工 、y、z 
轴 的 和 矩 。 
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5-2 如 习题 5-2 图 所 示 ， 在 边 长 为 a 的 立方 体 的 顶 角 A 处 ， 沿 着 对 角 线 作用 一 力 下 。 试 
求 力 下 在 xz、y、z 轴 上 的 投影 以 及 对 工 、y、z 轴 的 和 矩 。 

5-3 习题 5-3 图 为 一 对 称 三 角 支 架 ， 已 知 4、 召 、C 三 点 在 半径 > 二 0.5 m 的 圆周 上 ; 
! 二 1 mi 在 匀 链 O 上 作用 一 水 平 力 正 = 400 N， 该 力 与 杆 O4 位 于 同一 铅 垂 平面 内 。 若 不 计 
各 杆 自重 ， 试 求 三 根 杆 所 受 的 力 。 





5-4 在 习题 5-4 图 所 示 起 重 机 中 , 已 知 AB = BC = AD = AE; A、B、C、D、 玉 处 均 
为 匀 链 连接 ; 三 角形 ABC 在 x-y 平面 上 的 投影 为 AG 线 ，AG 线 与 y 轴 的 夹 角 为 9。 试 求 各 杆 
所 受 的 力 。 

5-5 如 习题 5-5 图 所 示 ， 三 脚 圆桌 的 半径 > 二 500 mm， 重 P 二 600 N。 圆桌 的 三 脚 A、 
B、C 形 成 一 等 边 三 角形 。 若 在 中 线 CD 上 距 圆 心 为 a 的 点 已 处 作用 一 铅 直 力 下 二 1500 N， 
试 求 使 圆桌 不 致 翻 倒 的 最 大 距离 a。 





5-6 如 习题 5-6 图 所 示 , 已 知 作用 在 曲柄 脚 踏 板 上 的 沿 铝 直 方向 的 力 FF 二 300 N; 6 = 
15 cm 二 9 cm， 9 二 30 。 试 求 沿 铅 直方 向 的 拉力 Fs 以 及 向 心 轴 承 A、B 的 约束 力 。 

5-7 如 习题 5-7 图 所 示 ， 作 用 于 齿轮 上 的 吵 合 力 下 推动 带 轮 绕 水 平 轴 AB 作 勾 速 转动 。 
已 知 沿 铝 直 方向 的 带 的 紧 边 拉力 为 200 N、 松 边 拉力 为 100 N， 图 中 尺寸 单位 为 mm。 试 求 路 
合力 下 的 大 小 以 及 向 心 轴承 A、 召 的 约束 力 。 
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习题 5-6 习题 5-7 图 


5-8 习题 5-8 图 所 示 传 动 轴 ， 带 轮 [ 上 的 带 沿 铅 直方 向 ， 松 边 拉力 Fa 与 紧 边 拉力 已 的 
大 小 之 比 为 1: 2; 带 轮 下 上 的 带 沿 水 平方 向 ， 松 边 拉力 P 与 紧 边 拉力 已 的 大 小 之 比 为 
1:3。 已 知 P: 一 2kN， 带 轮 工 直径 DP 一 300 mm， 带 轮 正 直径 D。 二 150 mm， 试 求 向 心 轴 
承 A、B 的 约束 力 。 











习题 5-8 图 


5-9 如 习题 5-9 图 所 示 ， 已 知 工件 所 受 铀 刀 的 切削 力 下: 二 500 N、 径 向 力 F: 一 150N、 
轴 向 力 Fy 一 75 N; 刀 尖 位 于 zy 平面 内 ， 其 坐标 z 二 75 mm、y 一 200 mm。 若 不 计 工件 自 
重 , 试 求 被 切 前 工件 左 端 O 〇 处 的 约束 力 。 
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5-10 如 习题 5-10 图 所 示 ， 边 长 为 a 的 正方 形 板 ABCD 用 六 根 杆 支撑 在 水 平 位 置 , 在 A 
点 沿 AD 边 作用 一 水 平 力 正 。 若 不 计 板 及 杆 的 重量 ， 试 求 各 杆 所 受 的 力 。 





习题 5-10 图 


和 业 贡 


六 
力学 专题 


屏 让 


本 章 研究 静 力 学 的 三 个 专门 问题 : 滑动 摩擦 、 平 面 机 架 和 物体 重心 。 





第 一 节 滑动 摩擦 


在 前 面 的 章节 中 ， 两 物体 间 的 接触 面 均 认为 是 理想 光滑 的 。 而 实际 上 ， 两 
物体 间 的 接触 面 一 般 都 有 摩擦 ， 只 是 在 有 些 场 合 ， 摩 擦 属于 次 要 因素 ， 可 以 忽 
略 不 计 。 但 在 工程 以 及 日 常生 活 的 许多 问题 中 ， 摩 擦 影响 显著 ， 不 容 忽 略 。 本 
节 主 要 介绍 滑动 摩 氛 的 有 关 概 念 以 及 如 何 求 解 考虑 滑动 摩擦 的 平衡 问题 。 

一 、 滑 动 摩擦 

两 个 表面 粗糙 的 物体 ， 当 其 接触 表面 之 间 有 相对 滑动 趋势 或 相对 滑动 时 ， 彼 此 
作用 有 阻碍 相对 滑动 趋势 或 相对 滑动 的 切 向 反 力 ， 这 种 切 向 反 力 称 为 滑动 摩擦 力 。 

滑动 摩擦 力作 用 于 物体 的 相互 接触 处 ,方向 与 相对 滑动 趋势 或 相对 滑动 的 
方向 相反 ， 大 小 则 需 按 下 列 三 种 不 同情 况 加 以 确定 ， 

1. 静摩擦 力 

如 图 6-1a 所 示 ， 一 重力 为 王 的 物体 放置 在 粗糙 的 水 平面 上 ， 物 体 在 重力 P 
和 法 向 反 力 Fy 的 作用 下 处 于 平衡 状 
态 。 现 在 该 物体 上 作用 一 水 平 拉力 F 
〈 见 图 6-1b)， 当 拉力 下 由 零 逐 渐 增 
加 但 不 超过 某 一 特定 数值 时 ， 物 体 仍 
可 保持 静止 。 这 表明 ， 支 承 面 对 物 体 P 
还 作用 有 一 个 阻碍 相对 滑动 趋势 的 切 a) b) 
向 反 力 ， 即 滑动 摩擦 力 。 此 时 的 滑动 图 6-1 








摩擦 力 称 为 静 滑动 摩擦 力 ， 简 称 静摩擦 力 ， 常 以 及 表示。 显然， 静摩擦 力 的 大 
小 应 由 平衡 条 件 确定 。 在 图 6-lb 中 ， 由 平衡 条 件 易 得 fF 二 下 。 即 静摩擦 力 到 
的 大 小 随 主 动力 下 而 改变 。 

2. 最 大 静摩擦 力 

静摩擦 力 随 主动 力 的 增 大 而 增 大 ， 这 是 静摩擦 力 和 一 般 约束 力 共同 的 性 质 。 
但 静摩擦 力 F, 又 有 不 同 于 一 般 约束 力 的 特点 ， 它 不 能 随 主 动力 下 的 增 大 而 无 限 
增 大 。 当 主动 力 下 的 大 小 达到 一 定数 值 时 ， 物 块 就 会 处 于 将 要 滑动 、 但 尚未 开 
始 滑动 的 平衡 的 临界 状态 。 此 时 ， 静 摩擦 力 F, 达到 最 大 值 ， 即 为 最 大 静摩擦 
力 ， 以 Fx 表示 。 此 后 ， 如 果 主 动力 再 继续 增 大 ， 静 摩擦 力 就 不 能 再 随 之 增 
大 ， 物 体 将 失去 平衡 而 开始 滑动 。 

实验 证 明 : 最 大 静摩擦 力 的 大 小 与 两 接触 物体 间 的 正 压力 (法 向 反 力 Fx 
成 正比 ， 即 

Frax = fs Fn (6-1) 

式 中 ， 比 例 常数 f. 称 为 静摩擦 因数 。 上 式 称 为 静摩擦 定律 ， 又 称 为 库仑 摩擦 
定律 。 

静摩擦 因数 f. 的 量 纲 为 一 。 它 与 接触 物体 的 材料 以 及 接触 表面 状况 (如 粗 
糙 度 、 温 度 和 湿度 等 ) 有 关 ， 而 与 接触 面积 的 大 小 无 关 。 

静摩擦 因数 f, 需 通 过 实验 测定 ， 其 值 可 在 有 关 工 程 手册 中 查 到 。 表 6-1 中 
列 出 了 一 些 常 用 材料 的 摩擦 因数 的 近似 值 。 由 于 影响 摩 氛 因数 的 因素 较 多 ， 因 
此 ， 如 果 需 要 准确 的 数值 ， 则 应 在 具体 条 件 下 进行 实测 。 


表 6-1 常用 材料 的 摩擦 因数 











静 摩 掠 因数 广 动 摩擦 因数 f 
材料 名 称 
无 泣 滑 有 润滑 无 润 滑 有 润 滑 
钢 - 钢 0. 15 0.1~0.12 0. 15 0.05~0. 1 
钢 - 软 钢 0.2 0. 1~0.2 
钢 -铸铁 0.3 0. 18 0. 05~~0. 15 
钢 -青铜 0. 15 0.1~0.15 0. 15 0.1 一 0. 15 
软 钢 -铸铁 0.2 0. 18 0.05~0. 15 
软 钢 -青铜 0.2 0. 18 0. 07 一 0. 15 
铸铁 -铸铁 0. 18 0. 15 0.07~0. 12 
铸铁 -青铜 0. 15 一 0. 2 0.07 一 0. 15 
青铜 -青铜 0.1 0. 2 0.07~0.1 
皮革 -铸铁 0. 3~0.5 0. 15 0.6 0. 15 
橡皮 -铸铁 0.8 0.5 
木材 -木材 0. 4~0.6 0.1 0. 2~0.5 0. 07 一 0. 15 


静 摩 护 定 律 给 我 们 指出 了 增 大 摩擦 和 减少 摩擦 的 途径 。 要 增 大 最 大 静 摩 所 
力 ， 可 以 通过 加 大 正 压力 或 增 大 静摩擦 因数 来 实现 。 例 如 ， 汽 车 一 般 都 用 后 轮 
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驱动 ， 这 是 因为 后 轮 正 压力 大 于 前 轮 ， 这 样 可 以 允许 产生 较 大 的 向 前 推动 的 靡 
擦 力 。 又 例如 ， 火 车 在 雪 后 行驶 时 ， 要 在 铁轨 上 酒 细 沙 ， 以 增 大 摩擦 因数 ， 避 
免 打滑 。 

综 上 所 述 ， 静 摩擦 力 的 大 小 随 主 动力 而 改变 ,但 介 于 零 与 最 大 静摩擦 力 之 
间 ， 即 有 

0 < F< Fe (6-2 ) 

3. 动 摩擦 力 

当 静 摩擦 力 已 达到 最 大 值 时 ， 若 主动 力 下 再 继续 加 大 ， 接 触 面 之 间 将 发 生 
相对 滑动 。 此 时 ， 接 触 物体 间 仍 作用 有 阻碍 相对 滑动 的 切 向 反 力 ， 即 滑动 摩擦 
力 。 此 时 的 滑动 摩擦 力 称 为 动 滑动 摩擦 力 ， 简 称 动 摩擦 力 ， 常 以 F 表示 。 

实验 证 明 : 动 摩擦 力 的 大 小 与 两 接触 物体 间 的 正 压 力 ( 法 向 反 力 ) 刻 成 正 
比 ， 即 

FF = fn (6-3) 

式 中 ， 比 例 常数 f 称 为 动 摩擦 因数 。 上 式 称 为 动 摩擦 定律 。 

动 摩擦 因数 f 除了 与 接触 物体 的 材料 和 接触 表面 状况 有 关外 ， 还 与 接触 物 
体 间 相 对 滑动 速度 的 大 小 有 关 。 一 般 情况 下 ， 动 摩擦 因数 随 相 对 滑动 速度 的 增 
大 而 稍 减 小 ， 但 当 相 对 滑动 速度 不 大 时 ， 可 近似 认为 是 个 常数 〈 见 表 6-1)。 

动 摩擦 因数 f 一 般 小 于 静摩擦 因数 /,， 但 在 一 般 工程 间 题 中 ， 可 近似 认为 
二 者 相等 。 

在 机 器 中 ， 经 常 通过 降低 接触 表面 的 粗糙 度 或 加 和 润滑 剂 等 方法 ， 使 动 摩 
擦 因数 了 降低 ， 以 减 小 摩擦 与 磨损 。 


二 、 摩 擦 角 与 自 锁 现象 


1. 摩擦 角 

当 摩 擦 存在 时 ， 接 触 面 对 静 止 物体 的 约束 力 包含 了 法 向 反 力 Fs 和 切 向 反 
力 ， 即 静摩擦 力 F,， 这 两 个 力 的 合力 Fr 称 为 全 约束 力 ， 又 称 为 全 反 力 。 记 全 反 
力 Fs 与 接触 面 法 线 间 的 夹 角 为 p， 当 静摩擦 力 达到 最 大 值 时 ，gy 角 也 达到 最 大 
值 p,。 全 反 力 与 接触 面 法 线 间 的 夹 角 的 最 大 值 gp, 称 为 摩擦 角 。 由 图 6-2a 可 得 


下 — fsFn — 
tang, a Fr fs (6-4 ) 


即 摩擦 角 的 正切 等 于 静摩擦 因数 。 

改变 主动 力 在 水 平面 内 的 方向 ， 则 全 反 力 的 方向 也 随 之 改变 。 这 样 ， 临 界 
平衡 时 的 全 反 力 的 作用 线 将 形成 一 个 以 接触 点 为 顶点 的 锥 面 ， 称 为 摩擦 锥 。 若 
物体 与 支承 面 间 沿 各 个 方向 的 静摩擦 因数 都 相同 ， 即 沿 各 个 方向 的 摩擦 角 gp 是 
常数 ， 则 摩擦 锥 是 一 个 顶 角 为 28, 的 正 圆锥 体 ， 如 图 6-2b 所 示 。 
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2. 自 锁 现 象 

由 于 物体 平衡 时 静摩擦 力 总 是 小 于 或 等 于 最 大 静摩擦 力 ， 因 此 全 反 力 与 接 
触 面 法 线 间 的 夹 角 p 也 总 是 小 于 或 等 于 摩擦 角 g ， 即 

0 委 9 委 9 (6-5 ) 
这 表明 ， 全 反 力 的 作用 线 不 可 能 超出 摩擦 角 的 范围 。 由 此 可 知 . 

1》〉 当主 动力 的 合力 下 的 作用 线 落 在 PE 
摩擦 角 yp, 以 内 时 ， 全 反 力 Fr 与 下 就 能 
满足 二 力 平衡 条 件 ( 见 图 6-3a)。 因 此 ， 
只 要 主动 力 的 合力 F 的 作用 线 与 接触 面 
法 线 间 的 夹 角 0 不 超过 摩擦 角 g,， 即 

0 9, (6-6 ) 
则 不 论 这 个 力 有 多 大 ， 物 体 总 能 保持 静 
止 。 这 种 现象 称 为 自 锁 现 象 。 式 (6-6) 
称 为 自 锁 条 件 。 利 用 自 锁 条 件 可 设计 某 宴 
些 机 构 或 严 具 ， 如 千斤 项 、 压 榨 机 、 贺 a) 
锥 销 等 ， 使 之 能 够 始终 保持 在 静 平 衡 状 图 6-3 
态 下 工作 。 

2) 当主 动力 的 合力 下 的 作用 线 与 接触 面 法 线 间 的 夹 角 9 > gp 时 ( 见 
图 6-3b) ， 全 反 力 Fs 就 不 可 能 与 之 平衡 。 因 此 ， 不 论 这 个 力 有 多 小 ， 物 体 一 定 
会 滑动 。 工 程 中 应 用 这 一 原理 ， 可 设法 避免 自 锁 ， 以 保证 传动 机 构 不 致 卡 死 。 


三 、 考 虑 滑动 摩擦 的 平衡 问题 


求解 考虑 滑动 摩擦 的 平衡 问题 的 方法 与 步 绝 与 不 考虑 摩擦 时 大 致 相同 ， 但 
需要 注意 以 下 几 点 : 

1) 画 受 力图 时 必须 加 上 静摩擦 力 F,。 静 摩擦 力 F. 的 方向 沿 着 接触 面 的 切 
线 、 与 物体 相对 滑动 趋势 方向 相反 。 
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2) 由 于 考虑 摩擦 力 ， 增 加 了 未 知 量 的 数目 ， 因 此 ， 为 使 问题 获 解 ， 除 了 平 

衡 方程 外 ， 还 需 列 出 补充 方程 ， 即 
0 过 下 过 Fra 一 fF 或 者 0 委 9 委 Pi = arctanf, 

3) 由 于 物体 处 于 平衡 状态 时 ， 静 摩擦 力 F, 的 值 有 一 定 的 范围 ， 介 于 0 与 
Fw 之 间 。 因 此 ， 有 摩擦 时 平衡 问题 的 解答 也 是 一 个 范围 值 。 在 确定 这 个 范围 值 
时 ,一般 可 采取 两 种 方式 ， 一 种 是 考虑 平衡 的 临界 状态 .假定 静摩擦 力 取 最 大 
值 ， 以 下 二 Fw 二 AFN (或 者 p 二 gp 一 arctanf,) 作为 平衡 方程 的 补充 方程 ， 
确定 平衡 范围 的 界限 值 ， 另 一 种 是 直接 采用 下 .< AFN (或 者 pg 入 arctanf,)， 以 
不 等 式 进 行 运算 。 

下 面 通过 例题 ， 具 体 说 明 考虑 滑动 摩擦 的 平衡 问题 的 解法 。 

【 例 6-1】 一 重力 为 P 的 物 块 放 在 倾角 为 9 的 斜面 上 ， 它 与 斜面 间 的 静摩擦 因数 为 人 ， 
如 图 6-4a 所 示 。 设 0 之 gq 二 arctanf,， 试 求 当 物体 处 于 静止 时 水 平 主动 力 Fi 的 大 小 。 














解 : 显然 ， 力 已 太 大 ， 物 体 将 上 滑 ; 力 户 太 小 ， 物 体 将 下 滑 ， 因 此 FF 应 在 最 大 值 与 
最 小 值 之 间 。 
(1) 求 力 所 的 最 大 值 Fin。 当 力 握 达到 此 值 时 ， 物 体 处 于 将 要 向 上 滑动 的 临界 状态 。 
在 此 情形 下 ， 静 摩擦 力 沿 斜 面向 下 ， 并 达到 最 大 值 Fw。 物 体 共 受 四 个 力作 用 : 已 知 力 P， 
未 知 力 Fima、FNw、Fwmx， 如 图 6-4b 所 示 。 取 图 示 坐 标 轴 ， 列 平衡 方程 
DF =0，Puucosg 一 Psing 一 Fox 一 0 
DF, 一 0， 有 丽 一 Fusing 一 Pcosg 一 0 
此 外 ， 还 有 一 个 补充 方程 ， 即 
了 一 fsFN 
三 式 联 立 求解 ， 可 得 水 平 推力 F 的 最 大 值 
Pi = PS Pp 
《2) 求 力 记 的 最 小 值 Fss。 当 力 请 达到 此 值 时 ， 物 体 处 于 将 要 向 下 滑动 的 临界 状态 。 
在 此 情形 下 ， 静 摩擦 力 沿 斜 面向 上 ， 并 达到 另 一 最 大 值 Fw.。 物 体 的 受 力 情况 如 图 6-4c 所 
示 。 取 图 示 坐 标 轴 ， 列 平衡 方程 
> Fu 一 0， Fimncos0 — Psing+ Fsax = 0 





= Ptan(9+ gp) 


第 六 章 。 静 力学 专题 【93 有 


DOF; 一 0， 玖 一 Pumasing 一 Pcosg 一 0 
外 加 补充 方程 
Fax = fs Fr 
三 式 联 立 求解 ， 可 得 水 平 推力 Fi 的 最 小 值 

=p sing— frcosb _ sing— tangi eos 
lm cosb 十 Asin0 cosg 十 tang, sinb 

所 以 ， 当 物体 处 于 静止 时 水 平 主 动力 Fl 的 大 小 范围 为 

Ptan(O— 9) < OE Ptan(0+g) 

注意 到 ， 此 题 如 不 计 摩 擦 ， 平衡 时 应 有 刻 二 Ptang， 其 解答 是 唯一 的 。 

由 例 6-1 可 知 ， 在 临界 状态 下 求解 有 摩擦 的 平衡 问题 时 ， 必 须根 据 物 体 的 相对 滑动 趋势 ， 
正确 判定 最 大 静摩擦 力 Fw 的 方向 ， 即 最 大 静 摩 掠 力 Fx 的 方向 不 能 假定 ， 必 须 按 真实 方向 
画 出 。 

该 题 也 可 以 利用 摩擦 角 的 概念 用 几何 法 进行 求解 ， 先 将 法 向 反 力 Fy 和 最 大 静摩擦 力 
Fux 用 全 反 力 Fr 来 代替 ， 当 物 块 在 有 向 上 滑动 趋势 且 达 到 临界 平衡 状态 时 ， 物 块 在 P、Fx、 
Fi 三 个 力作 用 下 平衡 ， 如 图 6-5a 所 示 。 然 后 ， 根 据 平 面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 ， 将 PP、 
Fr 、Fimsx 依 次 首尾 相连 作 封闭 的 力 三 角形 ( 见 图 6-5b)， 由 图 易 得 水 平 推力 所 的 最 大 值 为 

Firwax 一 Ptan(b+ g) 
同 理 ， 物 块 在 有 向 下 滑动 趋势 且 达 到 临界 平衡 状态 时 的 受 力图 如 图 6-5c 所 示 ， 封 闭 的 力 
三 角形 如 图 6-5d 所 示 ， 由 图 即 得 水 平 推力 Fi 的 最 小 值 为 
Fivin = Ptan(b— 9) 
于 是 ， 当 物体 处 于 静止 时 水 平 主动 力 Fi 的 大 小 范围 为 
Ptan(b—9) < F< Pian(O 十 Pi) 
这 一 结果 与 用 解析 法 计算 的 结果 完全 相同 。 





= PtanCO 一 P) 





2 一 纤 
be P| \r 
9+9 NF R 
Flmax 
Flmax 
a) b) c) d) 
图 6-5 


在 此 题 中 ， 若 斜面 的 倾角 小 于 摩擦 角 ， 即 9 二 yp 时 ， 水 平 推力 的 最 小 值 Fiws 即 为 负 值 。 
这 意味 着 ， 此 时 无 论 物 块 的 重力 了 有 多 大 ， 都 不 需要 力 丙 的 支持 就 能 静止 于 斜面 上 ， 这 就 
是 自 锁 现象 。 


【 例 6-2】 图 6-6a 为 起 重 装置 的 制动器 。 已 知 重 物 重 量 为 忆 ， 制 动 块 与 鼓 轮 间 的 静摩擦 
因数 为 f,， 几 何 尺寸 如 图 所 示 。 若 忽略 构件 自重 ， 试 问 在 手柄 上 作用 的 制 动 力 下 至 少 应 为 多 
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大 时 才能 保持 鼓 轮 静止 ? 








a) b) c) 
图 6-6 


解 : 分 别 选取 鼓 轮 连同 重 物 、 制 动手 柄 为 研究 对 象 ， 受 力图 分 别 如 图 6-6b、c 所 示 ， 其 
中 机 与 和 、 卫 与 Fy 互 为 作用 力 与 反作用 力 。 

对 于 鼓 轮 连同 重 物 ， 列 平衡 方程 

>)Mo(EP) =0, FR—Pr=0 
对 于 制 动 手柄 ， 列 平衡 方程 
DIMA(F) =0, FI+Fb—Fha=0 
当 制 动力 下 为 最 小 值 Fwis 时 ， 鼓 轮 处 于 临界 平衡 状态 ， 有 补充 方程 
F, 一 Fw 一 大 Rh 

由 于 Fw 二 FH、 下 二 F,， 联 立 求解 以 上 各 式 ， 即 得 所 需 制 动 力 下 的 最 小 值 





【 例 6-3〗 如 图 6-7a 所 示 ， 义 质 梯子 AB 的 长 为 2a, 重量 为 P， 其 一 端 放 在 水 平地 面 
上 ， 另 一 端 靠 在 铅 垂 墙 面 上 。 已 知 接触 面 间 的 摩擦 角 均 为 g,， 试 求 梯子 平衡 时 与 地 面 间 的 夹 
角 a。 

解 : 选取 梯子 为 研究 对 象 。 设 梯子 处 于 平衡 状态 ， 在 重力 PP 的 作用 下 ,其 上 端 B 有 往 下 
滑动 的 趋势 ， 下 端 A 有 往 右 滑动 的 趋势 。 作 出 受 力图 如 图 6-7b 所 示 。 

取 图 示 坐 标 系 ， 列 平衡 方程 

Dj Fs 二 0， Fe 一 Fa 一 0 
PF, 一 0，Fua 二 Fe 一 已 一 0 
DMa(F) =0, Fw + 2acosa— Fa « 2asing— Pacosa 一 0 


另 有 补充 方程 
Fa 大 FA 一 tang; 。 了 NA 











c) 
图 6-7 


Fe 和 二 人 Ps 一 tang, * Fnp 
联 立 求解 上 述 方程 ， 可 得 








cot29, tan( 29, ) 


另 据 题 意 有 a 魏 六 ， 故 得 梯子 平衡 时 与 地 面 间 的 夹 角 “ 应 满足 的 条 件 为 
六 一 29 a 六 

此 题 亦 可 利用 摩擦 角 的 概念 用 几何 法 求解 : 当 ve 为 最 小 值 时 ， 梯 子 处 于 临界 平衡 状态 ， 
先 将 此 时 梯子 在 A、B 两 端 所 受 的 法 向 反 力 和 最 大 静摩擦 力 用 全 反 力 来 表示 ( 见 图 6-7c)。 再 
考虑 到 此 时 梯子 受 三 力作 用 而 平衡 ， 根 据 三 力 平衡 汇 交 定理 ，A、B 处 的 全 反 力 Faa 、Fers 与 
重力 忆 的 作用 线 应 相交 于 同一 点 也 ， 如 图 6-7c 所 示 。 

由 图 6-7c 易 知 ， 三 角形 ABD 是 直角 三 角形 ， 故 有 

AD = ABsin(at gp ) 
在 三 角形 ACD 中 ， 由 正弦 定理 得 


AC _ AD 
sing, sin(90° 十 a) 
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由 上 述 两 式 ， 可 得 
2asin(e 十 Pi) a 


cosa sing, 
从 而 解 得 


tana = cot2g, 一 tan( 取 一 29.) 


与 前 面 解析 法 的 计算 结果 完全 一 致 。 





【 例 6-4】 如 图 6-8a 所 示 ， 一重 P = 480N 的 矩形 匀 质 物 块 置 于 水 平面 上 ， 其 上 作用 有 
力 而 。 已 知 接触 面 间 的 静摩擦 因数 f, = 1/3。 试 问 此 物体 在 Fi 作用 下 是 先 滑动 还 是 先 倾倒 ? 
并 求 出 使 物体 保持 静 平衡 的 Fi 的 最 大 值 。 


五 





a) b) cy) 
图 6-8 


解 : 1) 设 物体 处 于 即将 滑动 的 临界 平衡 状态 ， 其 受 力图 如 图 6-8b 所 示 。 取 图 示 坐 标 轴 ， 

列 平衡 方程 | 
一 3 po 
DF, =0, y+ 言 FL 一 P=0 
男 有 补充 方程 
Fnax 一 fFn 
联 立 解 之 ,得 
1 


有 一 3P = 160N 


2) 设 物体 处 于 即将 绕 点 A 倾倒 的 临界 平衡 状态 ， 其 受 力 图 如 图 6-8c 所 示 。 以 点 A 为 矩 
心 ， 列 平衡 方程 


DMF) =0, —FixEx2mt+Px0.5m=0 


解 得 
-一 5 一 
F = 36P = 150N 
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由 此 可 见 ， 物 体 在 瑟 作用 下 将 先 倾倒 ， 使 物体 保持 平衡 的 玉 的 最 大 值 为 
Fax 一 150N 





【 例 6-5】 如 图 6-9a 所 示 ， 两 个 重量 均 为 100 N 的 物 块 A 和 B 用 两 根 无 重 刚性 杆 连接 。 
杆 AC 平行 于 倾角 9 = 30* 的 斜面 ， 杆 CB 平行 于 水 平面 。 已 知 两 物 块 与 地 面 闻 的 静摩擦 因数 
下 二 0. 5， 试 确定 使 系统 保持 静 平 衡 的 竖 直 力 Fi 的 最 大 值 。 





Fc 
Cc x 了 
b) P d) 
Fea 
[一 x 
Fy max 
a) Fa 


图 6-9 
解 : 当 竖 直 力 已 为 最 大 值 时 ， 物 块 A 处 于 向 左 滑动 的 临界 平衡 状态 ， 或 者 物 块 B 处 于 
向 上 滑动 的 临界 平衡 状态 。 欲 使 系统 保持 静 平 衡 ， 两 个 物 块 均 应 处 于 静 平 衡 状态 。 因 此 ， 需 
分 别 根据 两 个 物 块 的 临界 平衡 状态 来 确定 互 的 最 大 值 。 
1)》 选取 节点 C 为 研究 对 象 ， 其 受 力 图 如 图 6-9b 所 示 。 取 图 示 坐 标 轴 ， 列 平衡 方程 
DF, =0, Fucsing 一 一 0 (a) 
DF 一 0， 一 Face 十 Faccosg =0 (b) 


2) 根据 物 块 A 的 临界 平衡 状态 来 确定 下 ; 的 最 大 值 。 
选取 物 块 A 为 研究 对 象 ， 其 受 力 图 如 图 6-9c 所 示 。 取 图 示 坐 标 轴 ， 列 平衡 方程 








DF: 一 0， — Fcacosb Famex 一 0 (Cc) 
DDFs =0, Fu—Fasinn—P=0 Cd) 
另 有 补充 方程 
Famax 一 fsFua (e) 
联 立 上 述 五 式 ， 并 注意 到 杆 AC 为 二 力 杆 ，Fea 一 Fac， 即 得 
fssing 
P= Fm? = 40.6N 


3) 根据 物 块 B 的 临界 平衡 状态 来 确定 F， 的 最 大 值 。 
再 选取 物 块 B 为 研究 对 象 ， 其 受 力 图 如 图 6-9d 所 示 。 取 图 示 坐 标 轴 ， 列 平衡 方程 
DJF: =0, Facosg 一 Psing 一 Fa 一 0 (f) 





DJFs 一 0， 一 Fesing 一 Pcosb 十 Fa =0 (g) 
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另 有 补充 方程 
FBmax 一 fsFNe Ch) 
将 式 (人)、 式 (8@)、 式 (h) 与 式 (a)、 式 (b) 联 立 ， 并 注意 到 杆 CB 为 二 力 杆 ，Fes 一 
Fac， 又 得 





局 一 sing 十 Acosg iang. 忆 一 87.4N 
cosg 一 大 sing 


综 上 所 述 ， 使 系统 保持 静 平 衡 的 竖 直 力 F, 的 最 大 值 应 为 
Frax 一 40.6 N 








第 二 节 “平面 梅 架 的 内 力 计算 


析 架 是 由 杆 件 在 两 端 用 适当 的 方式 连接 而 构成 的 一 种 承载 结构 。 申 于 检 架 
中 的 各 杆 主 要 承受 轴 向 拉力 或 轴 向 压力 ， 可 以 充分 发 挥 材料 潜能 ， 起 到 节约 材 
料 、 减 轻重 量 的 作用 ， 因 此 枯 架 在 工程 中 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 例 如 房屋 的 屋 架 、 
桥梁 的 拱 架 、 超 重 机 的 机 身 和 悬臂 等 〈 见 图 6-10)。 
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桥架 中 ， 杆 件 的 结合 处 称 为 节点 。 所 有 杆 件 的 轴线 在 同一 平面 内 的 检 架 称 
为 平面 梅 架 。 本 节 主 要 研究 平面 检 架 的 内 力 计算 。 

为 了 简化 计算 ， 工程 中 通常 对 检 架 作 如 下 理想 化 假设 : 

1) 析 架 中 的 杆 件 都 是 直 杆 。 

2) 杆 件 均 用 光滑 匀 链 连接 。 

3) 枯 架 所 受 载荷 都 作用 在 节点 上 对 于 平面 机 架 ， 载 荷 且 位 于 析 架 同一 平 
面 内 。 

4) 杆 件 的 重力 忽略 不 计 ， 或 平均 分 配 在 杆 件 两 端的 节点 上 。 

符合 上 述 假设 的 桥架 ， 称 为 理想 梅 架 。 由 上 述 假设 可 知 ， 理 想 杭 架 的 各 杆 
都 是 只 在 两 端 受 力 的 二 力 杆 ， 各 杆 所 受 的 力 必然 沿 着 杆 的 轴线 方向 ， 即 只 承受 
轴 向 拉力 或 轴 向 压力 。 

工程 中 的 实际 梅 架 ， 当 然 不 可 能 完全 符合 上 述 假设 。 但 经 验 表明 ， 根 据 上 
述 假设 简化 计算 所 得 的 结果 一 般 能 够 满足 工程 需要 。 

下 面 依次 介绍 计算 杭 架 内 力 的 两 种 基本 方法 : 节点 法 与 截面 法 。 


人、 节点 法 


由 于 柏 架 的 外 力 和 内 力 汇 交 于 节点 ， 因 此 平面 析 架 中 的 各 个 节点 都 受到 一 
个 平面 汇 交 力 系 的 作用 。 为 了 求 出 每 个 杆 件 的 内 力 ， 可 以 依次 选取 各 个 节点 为 
研究 对 象 ， 用 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 求解 。 这 种 方法 称 为 节点 法 。 由 于 平面 
汇 交 力 系 只 有 两 个 独立 的 平衡 方程 ， 故 运用 节点 法 计算 时 ， 每 次 所 选取 的 节点 
上 的 未 知 力 一 般 不 应 超过 两 个 。 另 外 在 画 受 力图 时 ， 应 假设 各 杆 内 力 均 为 拉力 ， 
即 令 其 指向 背离 节点 。 这 样 ， 所 求 得 的 杆 件 内 力 若 为 正 值 即 表明 是 拉力 ， 若 为 
负 值 则 是 压力 。 节 点 法 的 具体 计算 过 程 举 例 说 明 如 下 : 

【 例 6-6】 ”试用 节点 法 求 图 6-11a 所 示 平 面 格 架 各 杆 内 力 。 

解 : (1) 计算 支 座 约束 力 ”选取 桥架 整体 为 研究 对 象 ， 作 受 力 图 如 图 6-1lb 所 示 。 由 对 
称 性 易 得 支 座 A、B 的 约束 力 

Fa = Fs 一 15kN 

(2) 计算 各 杆 内 力 ” 为 了 方便 计算 ， 对 术 架 各 杆 进行 编号 〈 见 图 6-11b)。 

先 选取 只 作用 有 两 个 未 知 杆 件 内 力 的 节点 B 为 研究 对 象 ， 画 出 受 力 图 如 图 6-11ec 所 示 。 
各 杆 内 力 均 假设 为 拉力 ， 即 按 背离 节点 方向 画 出 。 取 图 示 坐 标 轴 ， 列 平衡 方程 


PFs —0, Fs—FX =0 
4 
2 Fs =0, -FFXs=0 


将 Fs = 二 15 kN 代入 ， 解 得 杆 1、 杆 2 的 内 力 为 
FF 二 一 20 kN ( 压 )， Fo 一 25 kN ( 拉 ) 
次 选 节 点 有 H 为 研究 对 象 ， 画 出 受 力图 如 图 6-11d 所 示 。 取 图 示 坐 标 轴 ， 列 平衡 方程 
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c) d) e) f) 
图 6-11 


> Fu 一 0， FX 和 一 Fs 三 0 


DPF, =0, FF, +Fox 尘 一 0 
代入 FF 二 F = 一 25kN， 解 得 杆 3、 杆 6 的 内 力 为 
Fs 一 20KN ( 拉 )， Fs 二 一 15 kN ( 压 ) 


再 选 节点 G 为 研究 对 象 ， 画 出 受 力图 如 图 6-1le 所 示 。 取 图 示 坐 标 轴 ， 列 平衡 方程 


3 
5 





PFs 一 0， 一 10KN 一 到 X Fa 一 0 


PFs =0, FF—FxX$=0 
代入 所 二 刻 二 一 20 kN、 忆 二 二 一 15 kN， 解 得 杆 5、 杆 4 的 内 力 为 
Fs 二 8.33 kN ( 拉 )， FF = 一 26.67 kN ( 压 ) 
最 后 选 节 点 下 为 研究 对 象 ， 通 出 受 力图 如 图 6-11 所 示 。 取 图 示 坐 标 轴 ， 列 平衡 方程 
DF, =0, —10kN—F,=0 











解 得 杆 7 的 内 力 为 
Fi 二 一 10 kN ( 压 ) 
由 于 梅 架 结构 及 载荷 均 对 称 ， 故 其 他 杆 件 内 力 可 对 称 地 得 到 ， 无 需 再 进行 计算 ， 分 别 为 
Fs = F,=—26.67kN ( 压 )， FF, = Fs: = 8.33 kN ( 拉 ) 
Fio = Fs 二 20kN ( 拉 )， Fi 二 Fs 二 一 15 kN ( 压 ) 
Fy= 记 二 一 20 kN ( 压 )， Fi 一 FF 一 25 kN ( 拉 ) 


【 例 6-7】 试用 节点 法 求 图 6-12a 所 示 平 面 析 架 各 杆 内 力 。 
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Bd 
Fs 
Eyc 6 Fa 
60° x C ” 
石 
y 
a) by) c) d) 
图 6-12 


解 : (1) 计算 支 座 约束 力 ” 选 取 梅 架 整 体 为 研究 对 象 ， 作 受 力图 如 图 6-12a 所 示 。 由 对 
称 性 易 得 支 座 A、B 的 约束 力 
卫 
2 

(2) 计算 各 杆 内 力 ” 先 选 节点 C 为 研究 对 象 ， 画 出 受 力图 如 图 6-12b 所 示 。 取 图 示 坐 标 
轴 ， 列 平衡 方程 


Fa= Fs 一 


DF, =0, Fisin60°=0 
> Fu 一 0， 一 Picos60" 一 局 一 0 
解 得 杆 1、 杆 2 的 内 力 
Fl 一 0， F 一 0 
显然 ， 取 节点 五 为 研究 对 象 ， 同 样 可 得 杆 8、 杆 9 的 内 力 
Fs 一 FF, 一 0 
再 取 节 点 B 为 研究 对 象 ， 画 出 受 力图 如 图 6-12c 所 示 ， 其 中 下 = 所 二 0。 取 图 示 坐 标 
轴 ， 列 平衡 方程 
DIF, 一 0， 了 十 Facos30" 一 0 
>)Fu 一 0， 一 已 一 Rsin30" 一 0 
解 得 杆 3、 杆 4 的 内 力 
Fs 一 —0.58F ( 压 )， F, = 0.29F ( 拉 ) 
由 对 称 性 ， 得 杆 6、 杆 7 的 内 力 
Fe = Fs =0.29F ( 拉 ), FF; = F, = —0.58F ( 压 ) 
最 后 联 节 点 6 为 研究 对 象 ， 画 出 受 力 图 如 图 6-12d 所 示 。 由 方程 >)yFs 一 0， 得 杆 5 的 
内 力 | 
Fs 一 0 
在 给 定 载荷 作用 下 ， 顶 架 中 内 力 为 零 的 杆 称 为 零 杆 。 在 本 例 中 , 杆 1、2、8、9、5 都 是 
通过 分 析 和 归纳 ， 可 以 得 出 关于 零 杆 的 如 下 结论 : 
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1) 二 杆 节点 不 受 载 荷 作用 且 二 杆 不 共 线 (如 图 6-12a 所 示 术 架 的 节 
; 点 C、EE)， 则 此 二 杆 为 零 杆 。 : 
2) 三 村 节点 不 受 载荷 作用 且 其 中 两 村 共 线 (如 图 6-12a 所 示 桥 架 的 
; 节点 G)， 则 第 三 杆 为 零 杆 。 : 
: 3) 二 杆 节点 上 有 一 载荷 作用 ， 且 载荷 作用 线 沿 其 中 一 根 杆 的 轴线 ， ; 
5 则 务 一 杆 为 零 村 。 : 


0 9 
DDD LS dhe fed Doh sd ehhh hs heh Mehsh heh do deh els dh otsh ehh Kod Bh beloh dhe dhe dD dh dD dD A dh rte RD RL Meh dleh dl 3 


根据 上 述 规律 ， 可 以 不 经 计算 直接 判断 出 析 架 在 给 定 载荷 作用 下 的 零 杆 ， 
从 而 大 大 简化 计算 过 程 。 

【 例 6-8】 ”一 屋 架 如 图 6-13a 所 示 。 已 知 瑟 一 15kN, Fs 二 20kN, 7 一 4m 天 一 3m。 
试 求 各 杆 内 力 。 








c) 
单位 : kN 
图 6-13 


解 : (1) 找 出 零 杆 ”根据 上 述 关 于 零 杆 的 结论 不 难 依 次 判断 ， 杆 EI、JG、GD、DJ、 
JO 均 为 零 杆 。 这 样 需要 进行 计算 的 杆 件数 大 为 减少 〈 见 图 6-13b) 。 
(2) 计算 支 座 约 柬 力 ”选取 桥架 整体 为 研究 对 象 ， 作 受 力 图 如 图 6-13b 所 示 。 取 图 示 坐 
标 轴 ， 列 平衡 方程 
DF =0, FFsing=0 
DIMACF) =0, FpX4l—F MRIR—F XxX2=0 


DSF, 一 0， Fay + Fe — Ficospg— Fs 一 0 


es 
fn 
第 六 章 。 况 力学 专题 《103) 
mp 





其 中 sing 一 


h 3 { 
-3 ww _ 
RFTE 5 RTE 


Fa = 17. 31 kN, 


$。 代 入 已 知 数值 ， 解 得 支 座 A、B 的 约束 力 


Fs = 14.69 kN 


(3) 计算 各 杆 内 力 ” 如 图 6-13b 所 示 ，I、G、D 节点 均 为 二 力 平衡 的 节点 ， 即 有 Foe 一 
For、Fas 一 Fos 、Fep = Fgp 。 因 此 ， 实 际 上 只 要 研究 A、E、C、B 四 个 节点 即 可 算出 剩 余 所 
有 杆 件 内 力 。 现 列表 计算 如 下 ( 见 表 6-2): 















































表 6-2 
节 点 受 力 图 平衡 方程 杆 件 内 力 /kN 
了 
Fi 一 0， 下 AgEcoso 十 Fac 十 Fa 一 0 
9 MF 2 ” Fac = 32.08 
A Fy > ne > Fo 一 0， Fagsing Fay = 0 FF 一 一 28.85 
Fy 
和 A 
1 ge DF =0, Fgo—Fea— Fgsing =0| Fpo= —40.1 
EO 
E DF, =0 Faccosp—F1=0 | Fe= 18.75 
你 入 Fe 
" 
FE > Fs =0, Forcosg 十 Fcp 一 Fca =0 Fep= 19.58 
C CE, Fy 
9 Fw =0, Fasing+ Foe =0 Fer 一 22.53 
EC Fop ™ 
了 
EBG 
B 9 2F;, = 0, Fpcsingt+ FB 一 0 Fa = —24. 48 
F Bx 
BD 
Fs 
4 . 3 2 .， 3 
表 中 ，cosp 5 ~ Sing 5、 cos0 -再 、 sing J 


为 直观 起 见 ， 可 将 最 终 计算 结果 直接 标示 在 棉 架 上 ， 如 图 6-13c 所 示 。 
二 、 鹤 面 法 
若 只 需 计 算 棉 架 内 某 几 根 杆 件 所 受 的 内 力 ， 用 节点 法 逐 点 计算 往往 比较 麻 


烦 。 


此 时 ， 如 适当 地 选取 一 截面 ， 假 想 地 把 机 架 截 开 ， 考 虑 其 中 任 一 部 分 的 平 


衡 ,就 可 以 直接 求 出 这 几 根 被 截 杆 件 的 内 力 ， 这 种 方法 称 为 截面 法 。 由 于 平面 
柏 架 的 一 部 分 受到 平面 任意 力 系 的 作用 ， 而 平面 任意 力 系 独 立 的 平衡 方程 有 三 
个 ， 因 此 在 运用 截面 法 时 ， 被 截 杆 件 一 般 不 应 超过 三 根 。 截 面 法 的 具体 计算 过 





和 
和 
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程 举例 说 明 如 下 : 
【 例 6-9】 试 求 图 6-14a 所 示 杭 架 中 杆 件 1、2、3 的 内 力 。 
A G 
» 
Fo 
/ 
Fa B 
Fp 
a) b) 


图 6-14 


解 :〈1) 计算 支 座 约 束 力 ”选取 杭 架 整 体 为 研究 对 象 ， 作 受 力图 如 图 6-14a 所 示 。 列 平 
衡 方 程 ， 求 得 支 座 A、B 的 约束 力 分 别 为 


Fu 一 0， Fw—F, Fs 二 F 


(2) 计算 指定 杆 件 的 内 力 ” 假想 用 截面 mr 一 mm 将 检 架 分 割 成 两 部 分 。 取 右 半 部 分 为 研究 
对 象 ， 作 用 于 该 部 分 的 力 有 已 知 的 约束 力 Fe 和 需求 的 杆 件 1、2、3 的 内 力 瑟 、F。 和 F，( 见 
图 6-14b) 。 取 图 示 坐 标 轴 ， 列 平衡 方程 

Mr(P) =0, Fihi+FsxX3a=0 





SF, 一 0， F, 2 二 Fs 一 0 
($$) 十 严 
DMR) =0, —FshtFsx3a—0 
解 得 杆 件 1、2、3 的 内 力 分 别 为 


a 2 
一 十 大 
F = 一 其 F， F, 人) 2) 


计算 结果 拨 为 负 值 ， 说 明 杆 1 受 压 ; Fz 及 Fs 为 正 值 ， 说明 杆 2、 杆 3 受 拉 。 


F,， Fs 二 地 PF 


【 例 6-10〗 桥架 如 图 6-15a 所 示 ， 已 知 二 8kN, Fs 二 12kN, ! 一 2m, 轴 二 1m, 
hz 一 1.5 m。 试 求 GC 杆 的 内 力 。 

解 : 先 取 节点 O 为 研究 对 象 ， 作 受 力图 如 图 6-15b 所 示 。 取 图 示 坐 标 轴 ， 列 平衡 方程 

>)PF 一 0， Fucsing 一 局 = 0 

再 用 工 - 工 截面 截 开 梅 架 ， 取 上 半 部 分 为 研究 对 象 ， 作 受 力图 如 图 6-15c 所 示 。 以 点 五 为 

矩 心 ， 列 平衡 方程 
DME(F) =0, FocltF, X21 Folsingt Fl—2Fl=0 
代 人 有关 数据 ， 联 立 求解 上 述 两 方程 ， 即 得 GC 杆 的 内 力 
Fec = 一 4 kN ( 压 ) 





机 
a 多 
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图 6-15 


由 本 例 可 见 ， 在 求解 析 架 时 ， 也 可 联合 运用 节点 法 与 截面 法 ， 使 求解 更 加 
简捷 。 





第 三 节 ”物体 的 重心 


任何 物体 都 可 认为 是 由 许多 微小 部 分 组 成 的 。 在 地 面 表面 附近 的 物体 ， 它 
的 各 微小 部 分 都 将 受到 地 心 的 吸引 力 ， 即 重力 的 作用 。 这 些 重力 的 作用 线 汇 交 
于 地 心 ， 但 因 地 球 远 远 大 于 一 般 的 物体 ， 故 物体 上 各 点 到 地 心 的 连 线 几乎 平行 ， 
因此 可 以 足够 精确 地 认为 ， 物 体 各 微小 部 分 的 重力 组 成 一 个 空间 平行 力 系 。 这 
个 空间 平行 力 系 的 合力 即 为 物体 的 重力 。 不 论 物体 相对 地 球 如 何 放 置 ， 其 重力 
的 作用 线 总 通过 一 个 确定 的 点 ， 这 个 点 称 为 物体 的 重心 。 

物体 重心 的 位 置 在 工程 中 具有 重要 意义 。 例 如 : 起 重 机 吊 起 重 物 时 ， 吊 钩 
必须 位 于 被 吊 物 体重 心 的 正 上 方 ， 才 能 在 起 吊 过 程 中 使 物体 保持 稳定 ; 机械 设 
备 中 高 速 旋转 的 构件 ， 如 电机 转子 、 砂 轮 、 飞 轮 等 ， 都 要 求 它们 的 重心 位 于 转 
动 轴线 上 ， 否 则 就 会 使 机 器 产生 剧烈 的 振动 ， 甚 至 引起 破坏 ,造成 事故 ; 飞机 、 
轮船 与 车 辆 的 运动 稳定 性 也 与 重心 的 位 置 密切 相关 。 因 此 ， 在 工程 中 经 常 需要 
确定 物体 重心 的 位 置 。 





本 节 主 要 研究 物体 重心 坐标 的 计算 公式 及 其 应 用 ， 并 对 测定 物体 重心 的 实 
验 法 作 了 简要 介绍 。 

一 、 重 心 坐标 计算 公式 

如 图 6-16 所 示 ， 取 固 连 于 物体 的 直角 坐标 系 Ozyz。 设 物体 的 重力 为 
P， 重 心 C 的 坐标 为 zc、yc、zc。 将 物体 分 成 许多 微小 部 分 ， 设 第 i 微小 部 
分 的 重力 为 AP;， 重 心 坐标 为 xz;:、y;、z;。 分 别 对 z 轴 、y 轴 应 用 合力 和 矩 定 
理 ， 有 

一 Pyc = 一 >)APy， Pre 一 > APizr 








<=! 








图 6-16 
设想 将 物体 连同 坐标 系 一 起 绕 xz 轴 转 过 90", P 与 AP; 也 随 之 转 过 90", 与 y 
轴 平 行 ， 如 图 6-16 虚线 所 示 。 此 时 ， 再 对 zx 轴 取 和 矩 ， 有 
— Pzc 王 一 Dj AP,z; 
归纳 以 上 三 式 ， 即 得 物体 重心 坐标 的 一 般 计 算 公式 为 





> CriAP,) > GAP,) DS) C2,AP.,) 
CT pp ， Tp Tp (6-7 ) 
若 将 物体 无 限 分 割 ， 则 上 述 公 式 成 为 积分 形式 
JzaP [yaP |zaP 
Tp’ -pp': Y= 《6-8 ) 
由 于 重力 场 均匀 ， 物 体 上 各 点 的 重力 加 速度 均 为 g， 因 此 有 
P=mg, AP; = Am:g (a) 


式 中 ，m 为 物体 的 质量 ;Ar 为 第 i 部 分 的 质量 。 将 式 (a) 代 人 式 (6-7) 与 式 
《6-8)， 分 别 得 到 


>， (zi A ) >» (yiAm:i) >», (zi Am:; ) 
TT Yc COTO), CT mn 


mm m 


Lc 


(6-9 ) 


XC 二 YC 二 (6-10 ) 


由 式 (6-9) 或 式 《6-10) 确定 的 点 只 与 物体 的 质量 分 布 状况 有 关 ， 称 为 物 
体 的 质量 分 布 中 心 ， 简 称 质 心 。 即 在 均匀 重力 场 中 ， 物 体重 心 与 质心 位 置 相同 。 
如 果 物 体 的 质量 是 均匀 分 布 的 ， 即 其 质量 密度 o 为 常量 ， 则 有 
AP; = pgAVi, P= peV (b) 
式 中 , V 为 物体 的 体积 ; AV; 为 第 i 部 分 的 体积 。 这 时 ， 式 (6-7) 和 式 (6-8) 
成 为 


DY) CxiAV) > Gy:AV.) > CGAV,) 
rz x 人 (6-11) 
|zav Jydv |zav 

xXc 一 Vv 9 yc 一 7 9 zc 一 V (6-12 ) 





由 式 《6-11) 或 式 (6-12) 确定 的 点 只 与 物体 的 几何 形状 有 关 ， 称 为 物体 
的 几何 形状 中 心 ， 简 称 形 心 。 即 对 于 匀 质 物体 ， 物 体 的 重心 〈 质 心 ) 与 形 心 位 
置 相同 。 

显然 ， 若 匀 质 物体 具有 几何 对 称 轴 或 对 称 面 ， 则 其 形 心 、 重 心 和 质心 一 定 
位 于 几何 对 称 轴 或 对 称 面 上 。 

由 式 〈6-11) 和 式 (6-12) ， 不 难 导出 匀 质 等 厚薄 壳 〈 板 ) 的 重心 坐标 计算 
公式 为 





> CriAA,) D7 (CyA4i) > (ziAAi) 
TA c= 及 ， xc 一 二 (6-13 ) 
上 za4 |>aa |zdA 
zc 一 AT TT TA (6-14 ) 


式 中 ，A 为 薄 壳 《〈 板 ) 的 面积 AA; 为 第 i 部 分 的 面积 。 
同 理 可 得 勺 质 等 截面 细 杆 的 重心 坐标 计算 公式 为 








(ziALi) (yAL:) (ziAl;) 
ze 9 yw = 和 9 之 SA 〈6-1S ) 
[za | | < 
TT YT 《016 ) 


式 中 ，! 为 细 杆 的 长 度 ; Ali 为 第 i 部 分 的 长 度 。 
二 、 具 有 简单 几何 形状 的 匀 质 物体 的 重心 
具有 简单 几何 形状 的 名 质 物体 的 重心 可 从 有 关 工 程 手 册 上 查 到 ， 表 6-3 列 





出 了 其 中 的 几 种 常见 情形 。 
表 6-3 具有 简单 几何 形状 的 匀 质 物体 的 重心 
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< 了 zc 6(RiTRs—i) 
六 





























表 6-3 中 烈 出 的 重心 位 置 ， 均 可 由 上 述 积分 形式 的 重心 坐标 计算 公式 确定 ， 
现 举例 说 明 如 下 : 

【 例 6-11】 试 求 图 6-17 所 示 的 一 段 匀 质 圆 弧 纲 丁 的 重心 。 设 圆 弧 的 半径 为 >， 圆 弧 所 
对 的 圆心 角 为 2a。 

解 : 如 图 6-17 所 示 ， 选 圆 弧 的 对 称 轴 为 zx 轴 ， 并 以 圆心 
O 为 坐标 原点 ， 由 对 称 性 知 

2 一 0 

以 6 表示 微 元 弧 长 di 所 对 圆心 角 ， 有 di = rdg、z 一 

rcos6， 代 人 式 (6-16)， 即 得 


| za 2 [ 7rcosg » rd 


_ rsina 
Xo i 


2 | rap a 








若 为 半圆 弧 ， 即 a 一 到， 则 得 图 6-17 
2r 


xXc 一 





【 例 6-12】 ” 试 确定 图 6-18 所 示 匀 质 三 角 板 ABD yl 
的 重心 位 置 。 设 三 角 板 底 边 BD 长 为 6， 高 为 h。 

解 : 如 图 ， 将 三 角 板 ABD 分 割 成 一 系列 平行 于 底 
边 BD 的 细 长 条 ， 由 于 每 一 细 长 条 的 重心 均 在 其 中 点 ， 
因此 整个 三 角 板 的 重心 C 必 位 于 中 线 AE 上 。 显 然 ， 
只 要 再 求 出 ye， 三角 板 ABD 的 重心 位 置 即 可 确定 。 

建立 图 示 坐 标 系 ， 取 任 一 平行 于 底 边 BD 的 细 长 
条 为 微 元 ， 其 面积 


dA = bdy = bdy 


由 式 (6-14) 即 得 
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三 、 组 合 形状 物体 的 重心 
1. 分 割 法 


若 物体 由 几 个 简单 形状 的 物体 组 合 而 成 ， 而 这 些 简单 形状 的 物体 的 重心 都 
是 已 知 的 ， 则 该 物体 的 重心 位 置 利 用 有 限 分 割 形式 的 重心 坐标 计算 公式 即 可 确 


定 。 这 种 方法 称 为 分 割 法 。 现 举例 说 明 如 下 : 

【 例 6-13〗 图 6-19 为 某 型 号 热 轧 不 等 边 角 钢 的 截面 简化 
图 , 已 知 h = 二 12 cm, 5 二 8 cm, 4d 二 1,2 cm， 试 确定 该 角钢 
截面 的 形 心 位 置 。 

解 : 取 坐 标 系 Oxy 如 图 所 示 。 将 该 截面 分 割 成 两 个 矩形 ， 
其 面积 和 形 心 坐标 分 别 为 
A=1.2cmXl2cem=14.4cmr, n=0.6cm, y=6om 
As=6.8cmX1l.2om=81l6r, z=—=46m, »%=0.6cm 
根据 式 《6-13，>， 即 得 该 角钢 截面 的 形 心 坐标 为 

_ XA1TzxA: _ 0.6X14.4+4.6X8.16 








EATA, 14.4T8.16 Sm 20 cm 
AI 十 mA 6X14.4+0.6x8.16 
Ye A TAs 14.448.16 cm 一 人 05cm 





2. 负 体积 法 《负面 积 法 ) 














图 6-19 


若 物体 被 切 去 一 部 分 ， 则 其 重心 位 置 仍 可 用 分 割 法 来 确定 ， 只 是 切 去 部 分 
的 体积 或 面积 应 取 负 值 。 因 此 ， 利 用 这 个 原理 确定 组 合 形状 物体 重心 的 方法 又 


称 为 负 体积 法 或 负面 积 法 。 举 例 说 明 如 下 : 
【 例 6-14】 试 求 图 6-20 所 示 图 形 的 形 心 , 已 知 大 圆 
的 半径 为 尺 ， 小 圆 的 半径 为 >， 两 圆 的 中 心 距 为 a。 
解 : 取 图 示 坐 标 系 Orzy， 因 图 形 对 称 于 工 轴 ， 其 形 心 
必 在 x 轴 上 ， 故 有 
yc 一 0 
图 形 可 看 成 由 两 部 分 组 成 : 半径 为 尺 的 大 圆 与 半径 为 
的 小 圆 。 由 于 小 圆 是 切 去 的 ， 其 面积 应 取 负 值 ， 即 有 
A 二 xR*,， Xx=0 
As =—nr, zx 一 4 


根据 式 〈6-13)， 得 图 形 的 形 心 坐标 


2141 二 -x2 Az OXxR: ta(—rxr) CQ 











7 Ai 十 As RE 十 (一 rz2) 





四 、 用 实验 法 确定 复杂 形状 物体 的 重心 


非 规则 复杂 形状 物体 的 重心 位 置 一 般 不 便于 用 公式 计算 ， 而 需 通 过 实验 方 
法 确定 。 工 程 中 常用 的 实验 方法 有 下 面 两 种 : 

1， 悬挂 法 

对 于 板 状 物体 ， 可 先 将 物体 悬挂 在 任 一 点 4， 如 图 6-21a 所 示 ， 根 据 二 力 平 
衡 公 理 ， 其 重心 必 在 过 悬挂 点 A 的 铅 垂 线 44A 上 ;， 然后 再 将 物体 悬挂 在 另 一 点 
B， 标 出 另 一 条 过 悬挂 点 B 的 铅 垂 线 BB”′( 见 图 6-21b)。 显 然 ， 44 与 BB 的 交 
点 C 即 为 该 物体 的 重心 。 





2. 称 重 法 

对 于 外 形 复杂 或 体积 较 大 的 物体 ， 通 常 采 用 称 重 法 来 确定 其 重心 位 置 。 例 
如 ， 图 6-22 所 示 连 村 具有 对 称 轴 ， 需 要 确定 重心 在 该 对 称 轴 上 的 位 置 6。 可 将 
连 杆 的 一 端 吾 放 在 台秤 上 ， 并 将 另 一 端 A 支撑 起 来 ， 使 连 杆 的 轴线 AB 保持 水 
平 。 用 台秤 称 得 B 端的 支 反 力 为 Fs， 由 平衡 方程 > Ma(F;) 二 0 ， 即 得 连 杆 的 
重心 位 置 为 











图 6-22 
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式 中 ，P 为 连 杆 重力 ; 7 为 AB 长 度 。 这 两 个 量 均 可 事先 测 得 。 
对 于 空间 形状 非 对 称 的 物体 ， 可 采用 类 似 方法 通过 三 次 称 重 来 确定 其 重心 
位 置 。 


复习 思考 题 


6-1 试 分 析 自 行车 行驶 时 前 、 后 轮 的 受 力 情况 。 

6-2 摩擦 角 是 全 反 力 与 接触 面 法 线 间 的 夹 角 ， 这 种 说 法 是 否 正确 ? 为 什么 ? 

6-3 ”如 思考 题 6-3 图 所 示 ， 重 为 已 的 物体 置 于 倾角 为 x 的 斜面 上 ， 已 知 物体 与 斜面 间 的 
静摩擦 因数 为 f/ ， 且 tana 过 f;， 问 此 物体 能 否 下 滑 ? 如 果 增 加 物体 的 重量 或 在 物体 上 另 加 
一 重 为 P 的 物体 ， 问 能 否 达 到 下 滑 的 目的 ? 

6-4 已 知 物 块 的 重量 为 P， 摩 擦 角 gp = 20”, 今 在 物体 上 另 加 一 个 力 F， 且 使 F = PP， 
如 思考 题 6-4 图 所 示 。 问 当 力 F 与 铅 垂 线 的 夹 角 a 分 别 等 于 35"、40”、45* 时 ， 物 块 各 处 于 什 
么 状态 ? 





思考 题 6-3 图 思考 题 6-4 图 


6-5 物 块 重力 为 卫 ， 与 水 平面 间 的 静 摩 氛 因 数 为 f: ， 如 思考 题 6-5 图 所 示 。 欲 使 物 块 向 
右 滑动 ， 问 图 a 和 图 b 的 施 力 方法 相 比 较 ， 哪 种 省 力 ? 车 要 最 省 力 ，a 角 应 为 多 大 ? 





a) b) 
思考 题 6-5 图 


6-6 不 经 计算 ， 试 判断 在 思考 题 6-6 图 a、b、c、d 所 示 四 个 析 架 中 ， 哪 些 杆 是 零 杆 ? 
6-7 物体 的 重心 位 置 是 否 一 定 在 物体 内 部 ?为 什么 ? 试 举例 说 明 。 
6-8 计算 同一 物体 的 重心 ， 若 选取 不 同 的 坐标 系 ， 计 算 所 得 的 重心 坐标 是 否 相 同 ? 若 重 





c) d) 
思考 题 6-6 图 


心 坐标 不 同 ， 是 否 就 意味 着 重心 位 置 随 坐 标 系 选择 的 不 同 而 改变 ? 

6-9 等 截面 匀 质 直 杆 的 重心 在 哪里 ? 如 果 将 直 杆 三 等 分 折 成 “Z” 形 ， 杆 的 重心 是 否 改 
变 ? 为 什么 ? 

6-10 什么 是 物体 的 重心 ? 什么 是 物体 的 质心 ? 什么 是 物体 的 形 心 ? 它们 的 位 置 是 否 
相同 ? 


习 题 
6-1 如 习题 6-1 图 所 示 ， 一 重 了 一 980 N 的 物体 放 在 倾角 a 二 30 的 斜面 上 。 已 知 接触 
面 间 的 静摩擦 因数 f. 一 0. 2。 现 用 下 二 588 N 的 力 沿 斜 面 推 物体 ， 问 物体 在 斜面 上 处 于 静止 
还 是 滑动 ? 此 时 摩擦 力 为 多 大 ? 
6-2 如 习题 6-2 图 所 示 ， 已 知 某 物 块 的 质量 m 二 300 kg， 被 力 下 压 在 铅 直 表面 上 ， 物 
块 与 墙 面 间 的 静摩擦 因数 f。 二 0. 25， 试 求 保持 物 块 静止 的 力 FF 的 大 小 。 





习题 6-1 图 习题 6-2 图 


6-3 如 习题 6-3 图 所 示 ， 已 知 滚轮 的 重力 为 P， 半 径 为 R， 滚轮 与 墙 面 以 及 地 面 间 的 静 
摩擦 因数 均 为 上 ， 试 问 轮 上 作用 的 力 偶 矩 M 为 多 大 时 才能 转动 滚轮 ? 
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6-4 如 习题 6-4 图 所 示 ， 两 根 相同 的 匀 质 杆 4B 和 BC 在 端点 B 用 光滑 铵 链 连接 ，A、C 
端 放 在 粗糙 的 水 平面 上 。 若 当 ABC 成 等 边 三 角形 时 ， 系 统 在 铅 直面 内 处 于 临界 平衡 状态 ， 试 
求 杆 端 与 水 平面 间 的 静摩擦 因 数 。 


S 





~ 


习题 6-3 图 习题 6-4 图 





6-5 平面 机 构 如 习题 6-5 图 所 示 ， 已 知 曲柄 长 QA 二 4/，O4A 水 平 ， 连 杆 AB 与 铅 垂 线 的 
夹 角 为 6; 在 曲柄 OA 上 作用 一 矩 为 M 的 力 偶 ; 滑 块 巨 与 水 平面 之 间 的 静 摩 氛 因 数 为 上， 且 
tang > f,。 若 不 计 构 件 自重 , 试 求 机 构 在 图 示 位 置 保持 静 平 衡 时 力 下 的 值 ， 设 力 下 与 水 平 线 
之 间 的 夹 角 为 6。 

6-6 凸轮 推 杆 机 构 如 习题 6-6 图 所 示 ， 已 知 推 杆 与 清道 间 的 静 摩 掠 因数 为 上 ， 滑 道 高 
度 为 5。 设 凸轮 与 推 杆 之 间 为 光滑 接触 面 ， 并 不 计 推 杆 自 重 ， 试 问 a 为 多 大 ， 推 杆 才 不 致 被 
卡 住 ? 





习题 6-6 图 


6-7 砖 夹 的 宽度 为 250 mm， 曲 柄 AGB 与 GCED 在 G 点 铵 接 ， 尺 寸 如 习题 6-7 图 所 示 。 
已 知 砖 重 P 二 120 N; 提起 砖 的 力 下 作用 在 曲柄 AGB 上 ， 其 作用 线 与 砖 夹 的 中 心 线 重合 ; 夸 
夹 与 砖 间 的 静摩擦 因数 上 = 0. 5。 试 问 距 离 5 为 多 大 时 才能 把 砖 夹 起 ? 

6-8 ” 尖 臂 项 重 装置 如 习题 6-8 图 所 示 ， 尖 辟 A 的 顶 角 为 a, 在 B 块 上 受 重力 为 P 的 
重 物 作 用 ， 尖 臂 A 与 B 块 间 的 静摩擦 因 数 为 上， 有 滚珠 处 表示 接触 面 光 滑 。 若 不 计 尖 辟 
AA 与 B8 块 的 自重 , 试 求 ，1) 顶 起 重 物 所 需 力 下 的 值 ，2)〉 去除 下 后 能 保证 自 锁 的 顶 角 a 
的 值 。 














习题 6-8 图 


6-9 如 习题 6-9 图 所 示 ， 两 重力 同 为 P 的 小 球 A4、B 用 一 不 计 重 量 的 细 杆 固 结 ， 放 置 在 
水 平 桌面 上 ， 球 与 桌面 间 的 静摩擦 因数 为 f:。 一 水 平 力 五 沿 图 示 方 向 作用 于 小 球 A 上 ， 试 求 
能 使 系统 保持 平衡 的 力 F 的 最 大 值 。 

6-10 试用 节点 法 计算 习题 6-10 图 所 示 平 面 梅 架 各 杆 内 力 。 








习题 6-9 图 习题 6-10 图 


6-11 平面 梅 架 如 习题 6-11 图 所 示 ， 已 知 !/ = 2m, hh == 3m, 下 二 10kN, 试用 节点 法 
计算 各 杆 内 力 。 
6-12 平面 检 架 如 习题 6-12 图 所 示 ， 已 知 正 一 3kN，/! 二 3 m， 试 用 节点 法 计算 各 村 内 力 。 














习题 6-11 图 习题 6-12 图 
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6-13 平面 梅 架 如 习题 6-13 图 所 示 ， 试 用 截面 法 计算 其 中 杆 1、2、3、4 的 内 力 。 
6-14 平面 梅 架 如 习题 6-14 图 所 示 ， 试 用 截面 法 计算 其 中 杆 1、2、3 的 内 力 。 








习题 6-13 图 习题 6-14 图 


6-15 平面 棉 架 如 习题 6-15 图 所 示 ，ABC 为 等 边 三 角形 ， 且 AD = DB。 试 求 杆 CD 的 
内 力 。 
6-16 平面 柏 架 如 习题 6-16 图 所 示 ， 已 知 下 、!， 试 求 杆 1 的 内 力 。 





习题 6-15 图 习题 6-16 图 


6-17 平面 析 架 如 习题 6-17 图 所 示 ， 试 求 杆 1、2、3 的 内 力 。 





习题 6-17 图 


所 
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6-18 用 积分 公式 计算 习题 6-18 图 所 示 勾 质 等 厚薄 板 的 重心 位 置 。 





a) b) 
习题 6-18 图 


6-19 房屋 建筑 中 ， 为 隔音 而 采用 的 空心 三 角形 楼 梯 踏 步 如 习题 6-19 图 所 示 ， 试 确定 其 
横 截 面 的 形 心 位 置 。 


2 











a) b) 
习题 6-19 图 
6-20 如 习题 6-20 图 所 示 ， 已 知 匀 质 弓形 板 ADB 的 半径 AO = 30 cm， 一 4AOB = 60"， 
试 确定 此 板 的 重心 位 置 。 
6-21 试 确定 习题 6-21 图 所 示 工 字 钢 截面 的 形 心 位 置 。 








习题 6-20 图 习题 6-21 图 


6-22 试 确定 习题 6-22 图 所 示 平 面 图 形 的 形 心 位 置 。 
6-23” 试 确定 习题 6-23 图 所 示 平 面 图 形 的 形 心 位 置 。 
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a) b) 
习题 6-22 图 


6-24 ” 试 确定 习题 6-24 图 所 示人 勾 质 折 杆 的 重心 位 置 。 














习题 6-23 图 习题 6-24 图 


6-25” 试 确定 习题 6-25 图 所 示 匀 质 混凝土 基础 的 重心 位 置 ， 图 中 尺 二 单位 为 m。 








a) b) 
习题 6-25 图 


运动 学 研究 物体 机 械 运动 的 几何 性 质 。 

运动 学 不 考虑 产生 运动 的 原因 ， 仅 从 几何 的 角度 来 研究 物体 的 运动 ， 描 述 
物体 运动 过 程 中 的 几何 量 随时 间 的 变化 规律 。 运动 学 中 涉及 的 主要 参量 有 : 位 
置 、 人 位移、 路程、 轨迹 、 速 度 和 加 速度 等 。 

措 述 一 个 物体 的 运动 必须 选取 另 一 个 物体 作为 参考 体 。 与 参考 体 固 连 的 坐 
标 系 称 为 参考 坐标 系 ， 简 称 参 考 系 。 参 考 系 是 参考 体 的 抽象 ， 不 受 参 考 体 大 小 
和 形状 的 限制 ， 可 以 无 限 延 伸 ， 即 参考 系 应 理解 为 与 参考 体 所 固 连 的 整个 空间 。 
例如 ， 在 研究 月 球 运 动 时 ， 可 以 选取 地 球 作为 参考 体 ， 尽 管 地 球 本 身 远离 月 球 ， 
但 是 作为 固 连 在 地 球 上 的 参考 系 则 可 以 延伸 到 包含 月 球 在 内 的 整个 宇宙 太空 。 

同一 个 运动 物体 ， 相 对 于 不 同 的 参考 系 ， 其 运动 情况 的 描述 不 尽 相同 。 例 
如 ， 汽 车 行驶 时 ， 相 对 固 连 于 车 身 的 参考 系 ， 乘 车 人 是 静止 的 ;相对 固 连 于 地 
面 的 参考 系 ， 乘 车 人 则 是 运动 的 。 所 以 在 研究 问题 时 ， 必 须 指明 参考 系 。 

在 运动 学 中 ， 把 所 考察 的 物体 抽象 为 动 点 和 刚体 两 种 模型 。 一 个 物体 究竟 
应 当 视 为 动 点 还 是 刚体 ， 主 要 在 于 所 讨论 问题 的 性 质 ， 而 不 决定 于 物体 本 身 的 
大 小 和 形状 。 一 般 地 说 ， 当 所 考察 物体 的 大 小 和 形状 不 影响 研究 结果 时 ， 可 将 
物体 抽象 为 动 点 来 研究 ， 和 否则 就 要 将 物体 视 为 刚体 。 例 如 ， 在 研究 地 球 的 自转 
时 ， 应 将 其 视 为 刚体 ， 而 在 研究 它 绕 太阳 公转 的 和 运动 规律 时 ， 则 可 将 其 抽象 为 
动 点 。 

本 章 研 究 点 的 运动 。 点 的 运动 学 也 是 研究 刚体 运动 的 基础 。 





第 一 节 矢 量 法 


利用 矢量 来 描述 点 的 运动 的 方法 称 为 矢量 法 。 
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一 、 点 的 运动 方程 

描述 点 的 位 置 参量 随时 间 连 续 变化 规律 的 函数 表达 式 称 为 点 的 运动 方程。 

如 图 7-1 所 示 ， 在 参考 体 中 选取 一 个 园 定 点 0 为 原 x 
点 ， 自 原点 O 向 动 点 M 作 矢量 r， 称 -为 动 点 M 相对 于 ~ 
原点 0 的 矢 径 。 矢 径 + 是 动 点 M 的 位 置 参量 。 当 动 点 M 。 
在 空间 的 位 置 随时 间 连 续 变 化 时 ， 矢 径 r 亦 随 之 连续 变 ”和 ;| 
化 ， 是 时 间 + 的 单 值 连 续 矢量 函数 ， 即 有 

r 一 rt) (7-1) 

给 定 瞬 时 t， 得 到 相应 的 矢 径 "， 即 可 确定 该 瞬时 动 点 M 在 空间 的 位 置 。 式 
(7-1) 称 为 矢量 形式 的 点 的 运动 方程 。 

点 在 空间 运动 的 路 径 称 为 点 的 运动 轨迹 。 显 然 ， 在 点 M 的 运动 过 程 中 ， 矢 
径 > 的 端点 在 空间 所 划 出 的 曲线 就 是 点 M 的 运动 轨迹 。 


二 、 点 的 速度 
如 图 7-2 所 示 ， 假 设 上 瞬时 动 点 位 于 点 M， 矢 径 
为 r; 经 过 时 间 间 隔 At 后 的 i 瞬时 ， 动 点 位 于 点 M'， 


对 应 矢 径 为 。 矢 径 的 增 量 Ar 二 一 r 称 为 动 点 在 A 
时 间 内 的 位 移 。 定 义 





* Ar 
” At 图 7-2 
为 动 点 在 At 时 间 内 的 平均 速度 。 
当 At>0 时 , 平均 速度 v* 的 极限 
jim A 
v = limv = limAy i (7-2a) 


定义 为 动 点 在 上 瞬时 的 速度 ， 即 点 的 速度 等 于 矢 径 对 时 间 的 一 阶 导数 。 速 度 是 矢 
量 ， 方 向 沿 轨迹 上 点 M 的 切线 ， 指 向 动 点 前 进 的 方向 〈 见 图 7-2)。 速 度 的 大 小 
为 |v | ， 它 表明 动 点 运动 的 快慢 。 在 国际 单位 制 中 ， 速 度 的 单位 为 m/s 〈 米 / 秒 ) 。 


三 、 点 的 加 速度 
定义 





Arr0 At de dz 
为 点 的 加 速度 。 即 点 的 加 速度 等 于 点 的 速度 矢 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 也 等 于 矢 径 
对 时 间 的 二 阶 导 数 。 显 然 ， 加 速度 也 是 矢量 ， 它 反映 了 点 的 速度 矢 相 对 于 时 间 
的 变化 率 。 在 国际 单位 制 中 ， 加 速度 的 单位 为 m/s: 〈 米 / 秒 :) 。 
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有 时 为 了 方便 ， 在 字母 上 方 加 “ ”来 表示 该 量 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 加 
“… ”来 表示 该 量 对 时 间 的 二 阶 导数 。 即 式 (7-2a)、 式 (7-3a) 亦 可 写 为 

v= (7-2b) 

a 一 六 一 (7-3b) 








第 二 节 ”直角 坐标 法 


利用 直角 坐标 来 描述 点 的 运动 的 方法 称 为 直角 坐标 法 。 

~、 点 的 运动 方程 

在 参考 体 上 固 连 一 直角 坐标 系 Ozyz， 则 动 点 
M 的 位 置 可 用 三 个 直角 坐标 z、y、z 来 确定 ， 如 
图 7-3 所 示 。 当 M 点 在 空间 的 位 置 随时 间 连 续 变 
化 时 ， 其 坐标 xz、y、z 为 时 间 上 的 单 值 连续 函数 ， 


即 有 
X= z(t) 
y 二 vo| (7-4) 
Zz = z(t) 
式 (7-4) 称 为 直角 坐标 形式 的 点 的 运动 方程 。 
从 直角 坐标 形式 的 点 的 运动 方程 中 消去 时 间 参 数 :， 可 得 到 点 的 轨迹 方程 。 
实际 上 ， 式 (7-4) 亦 可 直接 视 为 带 参数 : 的 点 的 轨迹 方程 。 
二 、 点 的 速度 
取 矢 径 原 点 和 直角 坐标 系 原点 重合 〈 见 图 7-3)， 则 矢 径 7 可 表 为 
r = A+yi 二 zk (a) 
式 中 ，i、j、 此 分别 为 沿 三 根 坐 标 轴 的 单位 矢量 。 
将 式 (a) 对 时 间 z 求 一 阶 导数 ， 由 于 i、j、k 是 大 小 、 方 向 都 保持 不 变 的 
常 矢量 ， 故 有 








一 下 一 雹 -yj 二 zk (7-5) 
另 一 方面 ， 若 设 动 点 M 的 速度 矢 wv 在 三 根 坐 标 轴 上 的 投影 分 别 为 zw. 、 了 局 、 


Ue» 则 有 
v 一 viv vk (7-6) 
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比较 上 述 两 式 ， 得 到 


v; 一 工 
vy 一 ;| (7-7) 


Vs 一 之 
即 速 度 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 等 于 动 点 的 对 应 坐标 对 时 间 的 一 阶 导数 。 
在 求 得 v.、v,、v, 后 ， 速 度 v 的 大 小 和 方向 就 可 由 它 的 三 个 投影 完全 确定 ， 
其 大 小 、 方 向 余弦 分 别 为 


v 二 V 候 十 仿 十 驼 (7-8) 
cos(y 人 一 严 ， cos(v 太一 一， cosCo ,二 = (7-9) 
这 Uv vv 


三 、 点 的 加 速度 
设 动 点 M 的 加 速度 矢 a 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 为 a;:、a,、a:， 则 有 


a 一 asitayj tak 《7-10) 
由 式 〈7-6) 又 得 
a 一 < = ij 十.k C7-11) 
比较 上 述 两 式 ， 即 得 加 速度 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 
a, = vy, = %(t) 
ay = v, = wo| (7-12) 
as = vv, = Z(t) 


即 加 速度 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 等 于 速度 在 同一 坐标 轴 上 的 投影 对 时 间 的 一 阶 
导数 ， 也 等 于 动 点 的 对 应 坐标 对 时 间 的 二 阶 导数 。 
已 知 加 速度 投影 a:、a,、a:， 则 其 大 小 和 方向 余弦 分 别 为 


a = Vastas+ta: (7-13) 
cos(qy 让 二 空 ， cos(qd) 六 一 至， cos(a 有 一 上 (7-14) 
a a a 


上 述 讨论 的 是 最 一 般 的 三 维 空间 问题 。 若 动 点 在 已 知 平面 Oxy 内 运动 ， 则 
只 要 在 上 述 有 关 结 论 中 令 坐 标 z 二 0 即 可 。 其 相应 的 运动 方程 、 速 度 方程 和 加 
速度 方程 分 别 为 


X= x(t) (7-15) 
y 一 y(2) 
Vv; 一 | 

. (7-16) 
vy, = y(t) 
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ax = Vv; = L(t) 
。 | (7-17 ) 

ay = v, = Y(t) 
如 图 7-4 所 示 ， 椭 圆规 的 曲柄 OC 可 绕 定 轴 〇 转动， 其 端点 C 与 规 尺 AB 的 


中 点 以 铵 链 连 接 ， 规 尺 的 两 端 分 别 在 互相 垂直 的 滑 模 中 运动 ，P 为 规 尺 上 的 一 点 。 已 知 
OC = 一 A4C=BC= 人 PC 一 dp 一 ai (o 为 常数 )， 试 求 点 已 的 运动 方程 、 运 动 轨 迹 、 速 
度 和 加 速度 。 


【 例 7-13 

















图 7-4 


解 : 取 直 角 坐 标 系 Oxy 如 图 ?-4 所 示 ， 由 几何 关系 易 得 ， 点 卫 的 运动 方程 为 
zp 一 (ACT 十 CP)cosp = (LTGD)cosct 


(a) 
yp = (CB—CP)sing = (1—d)sinwt a 
从 上 述 运动 方程 中 消去 时 间 参 数 :， 得 点 卫 的 轨迹 方程 
ZXp 2 | 2 





Ura tar! 
可 见 ， 轨迹 是 一 个 长 轴 半 径 为 :4+-d、 短 轴 半 径 为 /一 a 的 椭圆 。 
将 式 (a) 对 时 间 : 求 一 阶 导数 ， 得 点 也 的 速度 在 x、y 轴 上 的 投影 
vp = jp = ee) i 


vp, = yp = (l—d)wcoswt 


所 以 ， 点 卫 的 速度 的 大 小 为 


vp = MV (vp )! (vp, 7) 











w V UHd) sinzawt 十 (7 一 四 3 cosiwt 
方向 余弦 为 


, UP 1 
cos(vp ,i) = 


2 Vi+ (G4) cotz wt 


VPpy 1 
v 2 
“ AI 二 (入 3) tan’? wr 











cos(vp ,J) = 
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再 将 式 (b〉 对 时 间 上 求 一 阶 导数 ， 得 点 已 的 加 速度 在 zx、y 轴 上 的 投影 
arr = Vp: = — (lq) wcoswt 
. | (c) 
Gpy 一 Vpy 一 —(— qd) ow sinwt 


所 以 ， 点 卫 的 加 速度 的 大 小 为 
ap 一 V(ape) (apy) = ow VUtd) costwtt (I—d) sin wt 








方向 余弦 为 
cos(ap si) = oF = 一 1 
Vi+( 生 4) tan wt 
cos(ap ,J) < 














【 例 7-2〗 ”曲柄 连 杆 滑 块 机 构 如 图 7-5 所 示 ， 曲 柄 OA 以 等 角速度 w 绕 轴 O 〇 转动 ， 带 动 
滑 块 B 沿 水 平滑 道 运动 。 已 知 连 杆 4AB 长 为 2; 曲柄 OA 长 为 r， 与 z 轴 的 夹 角 gp 一 必 。 试 求 
滑 块 B 的 运动 方程 、 速 度 和 加 速度 。 








图 7-5 


解 :〈1) 列 运动 方程 ”选取 图 示 直 角 坐 标 系 Ory， 滑 块 BB 沿 xz 轴 作 直线 往复 运动 ， 根 据 
几何 关系 得 


ZB = rcosptilcosy (a) 
由 三 角 关 系 有 


rsing = LsinW 
cosy = V1l—sinygy=A/l ( 7 sinp) (Cb) 
式 〈b) 代入 式 (a)， 得 滑 块 B 的 运动 方程 


XB = recoswtti VE —r sinowt (Cc) 
(2) 求 速度 和 加 速度 ”将 式 (c) 对 时 间 z 求 导 ， 得 滑 块 B 的 速度 





rwsinwt coswt 
Vi—r sin wt 
再 将 上 式 对 时 间 t 求 导 ， 得 滑 块 B 的 加 速度 


vp = xs = —rwsinwt— 


Fw cos2wt (EF —r sin wt) + ri sin’ wt cos wt 
， 
(Bo sintwt)? 


QB 一 UB 一 — re coswt 
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讨论 : 上 述 运算 过 于 复杂 ， 为 了 简化 计算 ， 将 式 (b) 右边 按 泰勒 级 数 展开 ， 有 
cosy = 1 下 ( 闻 ) simg 一 二 (三 ) sin: g— 


注意 到 ， 了 1 且 sing < 1， 故 可 略 去 高 阶 微 项 ， 得 





cosp 1 一 二 (地 ) sin2op 一 1 一 十 ( 工 ) | 二 (三 ) cos2g 
将 上 式 代 入 式 〈a)， 便 得 工程 中 常用 的 少 块 的 近似 运动 方程 


TB 一 让 1 一 二 (于) | +r(cosor 二 于 卫 coszur) 《dy 


由 上 述 近似 运动 方程 ， 得 滑 块 的 速度 、 加 速度 分 别 为 


vs = Xp 一 一 (sinot 十 到 三 sin2uz) 


， » rr 
up = vg 一 一 ro (cosot 十 于 cos2ur) 


【 例 7-3】 了 如 图 7-6 所 示 ， 套 管 A 由 绕 过 定 滑轮 B 的 绳索 
牵引 而 沿 导轨 上 升 ， 滑 轮 中 心 到 导轨 的 距离 为 /。 当 绳索 以 等 速 
Ww 下 拉 时 ， 若 不 计 滑轮 尺寸 ， 试 求 套 管 A 的 速度 和 加 速度 〈 表 
示 为 工 的 函数 )。 

解 : 套 管 人 A 沿 导轨 作 直 线 运动 ， 选 取 图 示 工 轴 〈 见 图 7-6)， 
并 令 AB 一 s， 由 几何 关系 得 

= (a) 

将 式 〈a) 两 边 对 时 间 : 求 导 . 有 

XX=ss (b) 

联 立 式 (a) 和 式 (b)， 并 注意 到 = 一 w， 即 得 套 管 A 的 

速度 为 











. Vo Vv 略 十 2 
U x 工 
将 上 式 再 对 时 间 1 求 导 ， 整 理 即 得 套 管 A 的 加 速度 
一 
UV 
区 


其 中 ， 负 号 表示 套 管 A 的 速度 和 加 速度 的 指向 与 x 轴 的 指向 相反 ， 即 向 上 。 


【 例 7-4】 ”如 图 7.7 所 示 ， 液压 减 震 器 的 活塞 在 套 汪 案 在 简 
简 内 作 直线 往复 运动 ， 已 知 活塞 的 初速 度 为 w; 活塞 的 
加 速度 a 二 一 如 ， 其 中 ， 比 例 系 数 & 为 常数 、b 为 活塞 
速度 。 试 求 活塞 的 运动 规律 。 

解 ， 取 图 示 坐 标 轴 ， 活 塞 沿 x 轴 方 向 作 直 线 往复 运 
动 。 根 据 愿意 ， 由 a 一 修得 





Bll 
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do 
一 RD 一 df 
对 上 式 分 离 变量 后 积分 ， 即 
| Lav 一 一 | dt 

可 得 

in 世 一 一 好 

Uo 

由 此 得 活塞 速度 

UvU= ve* 


将 v 一 党 代 入 上 式 ， 再 次 分 离 变 量 后 积分 


| =w| ea 
解 得 活塞 的 运动 方程 为 
区 一 Xo 十 县 (1 一 e ) 


式 中 ，zo 为 活塞 的 初始 位 置 。 





第 三 节 自 然 法 
当 点 的 运动 轨迹 已 知 时 ， 可 以 利用 运动 轨迹 建立 参考 系 来 描述 点 的 运动 。 
这 种 方法 称 为 自然 法 。 
一 、 点 的 运动 方程 
如 图 7-8 所 示 ， 动 点 M 沿 已 知 轨迹 运动 。 在 轨迹 上 任 取 一 国定 点 O 作为 原 


点 ， 沿 轨迹 由 原点 O 至 动 点 M 量 取 弧 长 y， 0 
并 规定 弧 长 * 的 正 负 号 ， 称 为 级 坐标 。 这 
样 ， 动 点 的 位 置 即 可 用 弧 坐 标 ,来 确定 。 当 XE 
动 点 沿 轨迹 运动 时 ， 弧 坐标 ;是 时 间 的 单 值 
连续 函数 ， 即 有 图 7-8 

5 = s(t) (7-18) 


上 式 称 为 弧 坐标 形式 的 点 的 运动 方程 。 
二 、 曲 率 与 自然 坐标 系 


1 曲率 
点 作曲 线 运动 时 ， 运 动 的 变化 显然 与 轨迹 曲线 的 弯曲 程度 密切 相关 。 曲 线 
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的 弯曲 程度 可 用 曲率 来 度量 。 hs 
如 图 7-9 所 示 ， 在 曲线 上 取 极 为 接 z rT 
近 的 两 点 M 和 M'， 设 其 间 弧 长 为 As; J po 
分 别 过 M、M' 点 作 切 线 MT、M'T'， 
并 过 M 点 作 MT' 平 行 于 MT 设 MT 图 7-9 
与 MT" 的 夹 角 为 Ag0。 定 义 
pk 一 lim 0 


As>0 As 


为 曲线 在 M 点 处 的 曲率 。 并 定义 曲率 的 倒数 


dg 


ds (7-19a) 




















(7-19b) 


为 曲线 在 M 点 处 的 曲率 半径 。 

2. 自然 坐标 系 

在 图 7-9 中 ， 取 沿 MM 点 切线 MT 的 单位 矢量 为 zs， 其 指向 弧 坐 标的 正 向 。 过 点 
M 作 一 包含 MT 与 MT 的 平面 ， 当 M 逐渐 靠近 M 时 ， 该 平面 的 极限 位 置 称 为 曲线 
在 M 点 的 密切 面 。 如 图 7-10 所 示 ， 过 点 M 
作 垂 直 于 切线 的 法 面 ， 法 面 与 密切 面 的 交 线 
MN 称 为 主 法 线 ， 取 沿 主 法 线 MN 的 单位 矢 
量 为 呈 ， 其 指向 曲线 的 止 侧 。 过 点 M 且 垂直 
于 切线 与 主 法 线 的 直线 MB 称 为 副 法 线 ， 取 
沿 副 法 线 的 单位 矢量 为 5»， 其 指向 由 b 一 
TXn 确定 。 以 点 M 为 原点 ， 以 切线 、 主 法 
线 、 副 法 线 为 坐标 轴 组 成 的 正 交 坐 标 系 称 为 
曲线 在 点 M 处 的 自然 坐标 系 。 

必须 指出 ， 随 着 点 M 在 轨迹 上 运动 ， 
T、n、 上 了 的 方向 也 在 不 断 变动 ， 即 自然 坐标 系 是 沿 曲 线 变 动 的 运动 坐标 系 。 


三 、 速 度 与 加 速度 


1. 点 的 速度 
由 式 (7-1)， 点 的 速度 


_ dr drds dr 
7 dt dsdt “ds 








式 中 
mAr 
Ar>0As 


由 于 任意 曲线 的 弦 长 与 弧 长 之 比 的 极限 是 1， 故 此 极限 的 模 等 于 1、 方向 则 与 


dr 
ds 
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一 致 ， 即 有 于 一 +。 由 此 得 速度 
v=vr = st (7-20) 
式 中 
Vs (7-21) 
是 一 个 代数 量 ， 为 速度 矢 v 在 切线 上 的 投影 。 即 速度 的 代数 值 等 于 弧 丛 标 对 时 间 
的 一 阶 导数 。w 为 正 ， 则 vw 的 方向 和 7z 相同; wv 为 负 ， 则 w 的 方向 和 zz 相反 。 
2. 点 的 加 速度 
将 式 〈7-20) 对 时 间 上 求 导 ， 得 动 点 的 加 速度 
a = wT 十 zf (7-22) 
上 式 表 明 ， 加 速度 a 可 分 为 两 个 分 量 。 第 一 个 分 量 v .z 反映 了 速度 大 小 相 
对 于 时 间 的 变化 率 ， 记 作 


dt 一 QT 一 TVT 一 如 (7-23) 
因 其 方向 沿 着 轨迹 的 切线 方向 ， 故 称 为 切 向 加 速度 。 其 中 ， 
dat 二 二 (7-24) 


是 一 个 代数 量 ， 为 加 速度 a 在 切线 上 的 投影 。 当 a 与 v 同 号 时 ,a' 与 v 同 向 ， 
点 作 加 速 运动 ， 当 a 与 v 异 号 时 ,a 与 v 反 向 ， 点 作 减 速 运动 。 
加 速度 a 的 第 二 个 分 量 vr 则 反映 了 速度 方向 相对 于 时 间 的 变化 率 ， 记 作 
an 一 vr 
不 难 证 明 


dr 也 
Ta n 


C 
式 中 ，p 为 轨迹 在 对 应 点 处 的 曲率 半径 。 
联 立 上 述 两 式 ， 即 得 


2 


dn 一 ann 一 和 (7-25) 
上 式 表明 ，a, 沿 主 法 线 方向 指向 曲率 中 心 ， 故 称 为 法 向 加 速度 。 其 中 ， 
an 一 本 (7-26) 
po 


恒 为 正 值 ， 为 法 向 加 速度 的 大 小 ， 亦 可 视 为 加 速度 a 在 主 法 线 上 的 投影 。 
综 上 所 述 ， 在 自然 法 中 ， 点 的 加 速度 矢 





2 
a = Qi 十 ga。 一 Qiz 十 an 一 rn (7-27) 
其 大 小 
2 2、2 
a = Vara =*/ (PE) +() (7-28) 


O 


方向 用 其 和 主 法 线 所 夹 锐角 的 正切 〈 见 图 7-11) 
来 表示 ， 为 


la 
Un 


式 (7-27) 表明 ， 点 作曲 线 运动 时 ， 其 加 速 
度 永远 在 密切 面 内 ， 沿 副 法 线 的 分 量 恒 为 零 。 


四 、 两 种 特殊 运动 


1. 义 变 速 曲 线 运动 
点 作 匀 变速 曲线 运动 时 ，a. 为 常数 。 故 将 式 (7-24) 分 离 变量 后 积分 ， 可 得 
vy = vat (7-30) 





tan 一 (7-29) 





式 中 ，uw 为 1 = 0 时 点 的 速度 。 
将 v 一 平 代 人 上 式 ， 再 次 分 离 变量 后 积分 ， 得 


S 一 0 十 vol 十 六 Qu (7-31) 


式 中 ，so 为 t 二 0 时 点 的 弧 坐 标 。 
从 上 面 两 个 方程 中 消去 时 间 参 数 :， 又 得 
Vv 二 二 2a (5 一 $0) (7-32) 
2. 匀速 曲线 运动 
点 作 匀 速 曲线 运动 时 ，w 为 常数 ， 切 向 加 速度 a = 0。 由 式 〈7-21) 和 
式 (7-28) 易 得 


s 一 So 十 让 (7-33) 
2 

4 一 an 二 一 (7-34) 
2 


【 例 7-S】 如 图 7-12 所 示 ， 动 点 M 的 轨迹 由 半径 玉 二 18m、R。 一 24m 的 ADO、OB 两 段 圆 
弧 组 成 ， 取 两 段 圆 弧 的 连接 点 O 为 原点 并 规定 弧 坐 标的 正 向 ， 动 点 M 的 运动 方程 为 ; 二 一 十 
4 全 十 3 《(s 以 m 计 、t 以 s 计 ), 试 求 : 1) 当 : 二 58s 
时 动 点 M 的 速度 和 加 速度 的 大 小 ; 2) 由 上 一 
0 至 上 一 5s 动 点 M 所 经 过 的 路 程 。 

解 : (1) 计算 速度 和 加 速度 根据 
式 〈7-21)， 将 运动 方程 对 时 间 上 求 一 阶 导数 ， 





得 动 点 M 的 速度 方程 
v= 二 5 二 一 2 十 4 (a) 
故 当 上 一 5s 时 , 动 点 M 的 速度 为 
v= —6 m/s 图 7-12 


负 号 表示 速度 指向 弧 坐 标 负 向 。 
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根据 式 (7-24)， 再 将 速度 方程 (a) 对 时 间 上 求 一 阶 导 数 ， 得 动 点 M 的 切 向 加 速度 
ai 一 忌 一 一 2 my/s? 
当 zt 二 5s 时 ， 弧 坐标 ;二 一 2 m， 即 动 点 M 位 于 圆 弧 4AO 上 ， 故 由 式 《7-26)， 得 动 点 
M 的 法 向 加 速度 


世 一 2 m/s: 


Cn 一 Ri 
故 当 上 二 5s 时 ， 动 点 M 的 加 速度 为 
a 一 Vaita: = 2V2 m/s 
(2)〉 计算 路 程 ”由 式 (a) 可 知 ， 当 1 过 2s 时 ,vw 沁 0, 动 点 计 向 弧 举 标 正 向 运动 ; 当 
i 二 2s 时 , v 二 0; 当 1 之 2s 时 , v 之 0, 动 点 M 向 红 坐 标 负 向 运动 。 由 此 ， 得 点 由 1 = 二 0 
至 上 一 5s 所 经 过 的 路 程 
| As| = 1s(2) 一 s%(0)| 十 |sC5) 一 5%(2)| 一 17 一 3| m 十 | 一 2 一 ?| m 一 13 m 


YOO POO0@ O00 PO ORO O00@ Oc@O0P OO 0 0000 P0000 O00 O00 P00 OO O00 O00 O00 PO09O0@ 
© o 








; 注意 :点 的 弧 坐 标 与 点 的 路 程 是 两 个 完全 不 同 的 概念 。 前 者 是 个 妥 时 : 
: 参量 ， 是 个 代数 量 ( 可 正 可 负 )， 确 定 的 是 点 在 某 一 瞬时 的 位 置 后 者 是 : 
: 个 过 程 参量 ， 是 个 标量 〈 恒 为 正 值 ) ， 确 定 的 是 点 在 一 段 时 间 内 所 经 过 的 : 
; 路 程 。 两 者 不 能 混 清 。 : 
Sooeooeooeooeooeoceooeooeooeooeooecreooeoo4oosooeooeooeooeooeoosooeooooeooeooeooeooeooeooecosooeooeooS 





【 例 7-6】 曲柄 播 杆 机 构 如 图 7-13 所 示 , 已 知 曲 
柄 QA 长 为 r， 以 等 角速度 w 绕 轴 O 〇 转动 ; 摇 杆 QB 长 
为 :/， 距 离 0.0O 三 ~。 初始 时 曲柄 OA 与 点 Q 成 一 直线 ， 
试 求 摇 杆 的 端点 B 的 运动 方程 、 速 度 和 加 速度 。 

解 ，(1) 建立 运动 方程 点 B 的 轨迹 是 以 Oi 为 圆 
心 、O1B 为 半径 的 圆 弧 。 采 用 自然 坐标 法 。 

取 B 的 初始 位 置 Bo 为 弧 坐 标 原点 ， 由 图 7-13 得 
点 B 的 弧 坐 标 为 








5 一 COBx0 一 00 


由 于 AOAO, 是 等 腰 三 角形 , 故 gp = 20, 且 y 一 图 7-13 
wt， 代 和 人 上 式 ， 即 得 点 B 沿 已 知 轨 迹 的 运动 方程 
5 一 3 一 ot 
(2) 求 速度 和 加 速度 ”根据 式 〈7-21)， 对 上 式 求 导 ， 得 点 B 的 速度 
vB 一 5 一 羡 w 


方向 垂直 于 BO ， 指 向 与 摇 杆 OB 的 转向 一 致 ( 见 图 7-13) 。 
根据 式 《7-24)、 式 (7-26)， 得 点 B 的 切 向 加 速度 、 法 向 加 速度 分 别 为 
n vo l 2 


ab =3 = 0, CQB 一 一 一 


故 点 B 的 全 加 速度 大 小 为 
一 


ag a ow 


方向 沿 BO 指向 OQ, ， 如 图 7-13 所 示 。 


【 例 7-7】 列车 沿 半径 尺 二 400 m 的 圆 弧 轨道 作 匀 加 速 运 动 ， 设 初速 度 w 一 10 m/s， 
经 过 上 一 40s 后 ， 其 速度 达到 w 一 20 m/s， 试 求 列 车 在 t 一 0、t 二 60s 时 的 加 速度 。 
解 ， 由 于 列车 作 匀 加 速 运动 ， 切 向 加 速度 at 为 常数 ， 故 由 式 〈7-30) 可 得 切 向 加 速度 


vw 20—10 m/s: = 0.25 m/s 





Ut 一 








t 40 
当 1 二 0 时， 列车 的 法 向 加 速度 为 
an 一: % 一 29 m/s: = 0.25 m/s 
全 加 速度 大 小 
a = Matal = V0.252 十 0.252 m/s: = 0.353 m/s 
全 加 速度 与 主 法 线 所 夹 锐角 为 


| a， 





一 arctan( 


当 上 = 40s 时 ,法 向 加 速度 


) 一 arctanl 一 45° 


n 


也 400 


2 -一 2 
Cn fe 100 m/s lm/s 





全 加 速度 大 小 





a = VaiTa: = W0.252 十 12 m/s: = 1.031 m/s 
全 加 速度 与 主 法 线 所 夹 锐角 为 
0 一 arctan( | ) = arctan0. 242 = 13. 6” 





【 例 7-8】 ”如 图 7-14 所 示 ， 半 径 为 > 的 圆 轮 沿 水 平 直线 轨道 无 滑动 地 滚动 〈 简 称 纯 滚 

动 ) 。 设 圆 轮 在 铝 垂 面 内 运动 ， 且 轮 心 C 的 速度 为 常量 ， 试 求 ; 1) 轮 缘 上 的 点 M 与 地 面 接 
触 时 的 速度 和 加 速度 ; 2) 点 M 运动 到 最 高 处 时 轨迹 的 

曲率 半径 o。 册 

解 ， (1) 建立 运动 方程 ” 沿 轮子 滚动 的 方向 建立 图 

示 直 角 坐标 系 Orzy， 取 点 M 与 坐标 原点 O 重合 时 为 运 

动 初始 时 刻 。 由 于 圆 盘 作 纯 滚动 ， 所 以 MH = OF = 

wt。 设 在 任意 时 刻 上 圆 盘 的 转角 为 gp ( 见 图 7-14)， 则 有 

_MH_w 

r r | 

参考 图 7-14， 由 几何 关系 可 知 ， 点 M 的 坐标 为 

zx — OH—CMsing 0 

y = CH 一 CMcosep 图 7-14 

















+ 
并 
| 
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故 得 点 M 的 运动 方程 为 
并 一 79 一 rsSinp 一 vt rsin( 于) 
(a) 
y 三 rrcosy 一 r 一 rcos( 伴 】 
(2) 求 点 M 与 地 面 接触 时 的 速度 和 加 速度 点 M 的 速度 在 坐标 轴 上 的 投影 为 
二 二 ro(l 一 ) 
v 7 9 cosg, | Cb) 
vy = y= rgpsing 
点 M 的 速度 大 小 为 
VM 二 V 导 十 让 一 zosin | Ce) 
点 M 的 加 速度 在 坐标 轴 上 的 投影 为 
z 一 70(] 一 ) 十 rp2si 
a ro oy rp | cq) 
ay = rpsingtr 9’cosgp 


当 p 一 2rr (人 一 0，1，…) 时 ， 点 M 与 地 面 接触 。 由 式 〈c) 得 ， 此 时 点 M 的 速度 为 
零 ; 由 式 〈d) 得 ， 此 时 点 M 的 加 速度 在 坐标 轴 上 的 投影 为 


az 一 0 
于 
Wy rp 一 六 


即 当 点 M 与 地 面 接触 时 ， 其 加 速度 的 大 小 为 艺 ， 方 向 垂直 于 地 面 指向 轮 心 C。 


(3) 求 M 点 运动 到 最 高 处 时 轨迹 的 曲率 半径 当 8 二 "时 ，M 点 运动 到 最 高 处 .由 
式 《c)、 式 (d) 得 ,此 时 M 点 的 速度 、 加 速度 分 别 为 
VM 一 27 
ar 一 rD 一 0 
a rTP r 


当 点 M 在 最 高 处 时 ， 轨 迹 的 切线 方向 为 水 平方 向 ， 且 曲线 向 下 弯曲 ， 所 以 法 向 加 速度 的 大 小 
好 


mm 一 |a,| = 一 


7 
由 式 〈7-26)， 即 得 轨迹 的 曲率 半径 


复习 思考 题 
7-1 何谓 点 的 运动 方程 ? 
7-2 何谓 位 移 ? 何谓 路 程 ? 二 者 之 间 有 何 区 别 ? 
7-3 在 自然 法 中 ， 弧 坐标 s 与 路 程 有 何 区 别 ? 
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7-4” 生 与 对 有 何 区 别 ? 表达 式 4 一 四 在 什么 情况 下 是 正确 的 ? 


7-5 请 判断 下 面 的 说 法 是 否 正确 : 

1) 点 作 匀 速 运动 时 ， 加 速度 一 定 为 零 。 

2) 在 某 瞬 时 ， 点 的 速度 为 零 ， 则 在 该 瞬时 ， 点 的 加 速度 一 定 为 零 。 

3) 点 作曲 线 运动 时 ， 若 加 速度 的 方向 始终 与 速度 方向 垂直 ， 则 点 一 定 作 匀 速 运动 。 
4) 若 点 的 切 向 加 速度 ao> 0， 则 点 作 加 速 运动 。 

7-6 点 的 加 速度 在 副 法 线 上 的 投影 是 否 一 定 为 零 ? 


7-7” 试 判断 思考 题 7-7 图 中 B、C 两 点 的 运动 是 否 可 能 ， 图 中 由、 均 沿 轨迹 的 切线 方向 。 
7-8 点 M 沿 螺 线 自 内 向 外 运动 ， 如 思考 题 7-8 图 所 示 。 设 点 M 走 过 的 弧 长 与 时 间 成 正 


比 ， 试 问 : 1) 点 M 越 跑 越 快 还 是 越 跑 越 慢 ? 2) 点 M 的 加 速度 是 越 来 越 大 还 是 越 来 越 小 ? 


Vc 





思考 题 7-7 图 思考 题 7-8 图 


7-9 点 沿 工 轴 作 匀 变 速 直 线 运动 ， 已 知 某 瞬 时 点 的 速度 v 二 2 m/s、 加 速度 a 二 一 2 m/s， 


试问 1 s 后 点 的 速度 为 多 少 ? 
7-10 试 判断 点 在 下 述 各 种 情况 下 作 何 种 运动 ? 
1) at 一 0 且 m 一 0; 
2) a 天 0 但 as = 0; 
3) aw 一 0 但 cs 天 0; 
4) ar 和 关 0 且 cn 天 0。 


习 题 
7-1 ”如 习题 7-1 图 所 示 ， 椭 圆规 的 曲柄 QA 可 绕 定 。 中 


轴 O 〇 转动 ， 端 点 A 以 匀 链 连接 于 规 扩 BC; 规 尺 上 的 点 B 
和 点 C 可 分 别 沿 互相 垂直 的 滑 槽 运动 ， 已 知 O4 = AC = 


AB = 生 ，CM = 5， 试 确定 规 尺 上 点 M 的 轨迹 。 
7-2 如 习题 7-2 图 所 示 ， 偏 心 轮 半 径 为 R， 绕 轴 








O 〇 转动 ， 转角 p 二 wt (o 为 常量 )， 偏 心 距 OC = e， 
偏心 轮 带 动 顶 杆 AB 沿 铝 直 滑 槽 作 直 线 往复 运动 。 试 
求 顶 杆 的 运动 方程 、 速 度 与 加 速度 。 





5 
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7-3 如 习题 7-3 图 所 示 ， 半 圆 形 凸轮 以 等 速 w 一 10 mm/s 沿 水 平方 向 向 左 运 动 ， 带 动 
活塞 杆 4B 沿 铅 直方 向 运动 。 当 运动 开始 时 ， 活 塞 杆 B 端 位 于 凸轮 的 最 高 点 。 已 知 凸 轮 半 径 
R = 80 mm， 试 分 别 求 出 活塞 A 相对 于 地 面 、 凸 轮 的 运动 方程 和 速度 。 











习题 7-2 图 
7-4 ”如 习题 ?7-4 图 所 示 ， 需 达 距 离 火 箭 发 射 台 为 /， 观 察 铅 直上 升 的 火箭 发 射 ， 测 得 角 








9 的 变化 规律 为 9 = CtC 为 常数 )。 试 写 出 火箭 的 运动 方程 ， 并 计算 当 9 一 6 和 4 3 时 


火箭 的 速度 和 加 速度 。 

7-5 习题 7-5 图 所 示 梯 子 的 A 端 放 在 水 平地 面 上 ， 另 一 端 也 靠 在 竖 直 墙 面 上 。 梯 子 保持 
在 紧 直 平面 内 沿 墙 面 滑 下 。 已 知 4 端的 速度 为 常 值 w，M 为 梯子 上 的 一 点 ， 设 MA 三 人、 
MB 一 A， 初 始 时 梯子 处 于 竖 直 位 置 。 试 求 当 梯子 与 壤 面 的 夹 角 为 6 时 ， 点 M 的 速度 和 加 速度 。 








7-6 如 习题 7-6 图 所 示 , 杆 AB 长 1 一 0.2m， 
以 等 角速度 w 二 0. 5 rad/s 绕 点 B 转 动 ， 初 始 时 ， 杆 
AB 位 于 铅 直 位 置 ， 与 杆 AB 贸 接 的 滑 块 B 则 按 规律 
XB 二 0.2 十 0. 5sinwt 沿 水 平 直线 轨道 作 简 谐 运动 。 
试 求 点 A 的 轨迹 以 及 上 = 0 时 点 A 的 速度 。 

7-7 如 习题 7-7 图 所 示 ， 摇 杆 滑 道 机 构 中 的 谓 
销 M 同时 在 固定 的 圆 绝 槽 BC 和 摇 杆 OA 的 滑 道中 
滑动 。 已 知 圆 弧 BC 的 半径 为 R， 摇 杆 OA 绕 位 于 圆 习题 7-6 图 





| 
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弧 BC 圆周 上 的 轴 O 以 等 角速度 w 转动 。t 一 0 时 ， 摇 杆 OA 
在 水 平 位置 。 试 分 别 用 直角 坐标 法 和 自然 法 建立 滑 销 M 的 
运动 方程 ， 并 求 速度 和 加 速度 。 

7-8 点 M 沿 抛物 线 y 一 0.2x* (其 中 x、y 均 以 m 计 ) 
运动 。 车 在 zx 二 5m 处 , vv 二 4m/s、at 二 3 my/s: 。 试 求 点 
在 该 位 置 时 的 加 速度 。 

7-9 已 知 动 点 的 直角 坐标 形式 的 运动 方程 为 x 二 一 t、 
y 二 21 (其 中 x、y 以 m 计 , t 以 s 计 )。 试 求 其 轨迹 方程 和 
速度 、 加 速度 ， 并 求 当 上 = 1 s 时 ， 点 的 切 向 加 速度 、 法 向 
加 速度 和 曲率 半径 。 

7-10 如 习题 7-10 图 所 示 . 半径 为 r 的 轮子 沿 水 平 直线 轨道 无 滑动 地 滚动 ， 已 知 轮 心 C 
的 速度 vc 为 常量 ,， 试 建立 轮 缘 上 任 一 点 的 直角 坐标 形式 和 弧 坐 标 形式 的 运动 方程 ， 并 求 出 该 
点 的 速度 、 切 向 加 速度 、 法 向 加 速度 以 及 轨迹 的 曲率 半径 。 

7-11 如 习题 7-11 图 所 示 . 强 AMC 的 一 端 系 于 固定 点 A， 绳子 穿 过 滑 块 M 上 的 小 孔 ， 
另 一 端 系 于 滑 块 C 上 。 已 知 滑 块 M 由 A 处 出 发 沿 水 平 杆 以 等 速 m 运动 ， 强 AMC 的 长 度 为 2， 
点 A 至 立柱 DE 的 距离 为 5。 试 求 ， 1) 滑 块 C 的 速度 vc 与 距离 AM 一 工 之 间 的 关系 ; 2) 当 
滑 块 M 经 过 点 五 时 ， 滑 块 C 的 速度 。 














| 

















习题 7-10 图 


7-12 在 习题 7-12 图 所 示 的 平面 机 构 中 ， 滑 块 
AA、B 分 别 在 互相 垂直 的 直线 轨道 上 运动 ， 且 分 别 贸 
接 在 杆 CD 上 ， 杆 CD 和 z 轴 的 夹 角 g 二 wt (w 为 常 
数 )。 设 CA = AB 一 /， 试 求 : 1) 点 C 的 轨迹 ; 
2) 当 上 一 0 时 , 点 C 的 曲率 半径 。 

7-13 ”曲线 规 尺 如 习题 7-13 网 所 示 ， 已 知 CD = 
DE = AC = AE = 50 mm, OA = AB = 200 mm; 


杆 OA 以 等 角速度 w 二 至 rad/s 线 轴 O 转 动 。 当 运动 习题 7 了 2 几 
开始 时 ， 杆 OA 水 平 向 右 ， 试 求 规 尺 上 点 D 的 运动 方程 和 轨迹 方程 。 


7-14 如 习题 7-14 图 所 示 ， 飞 机 在 水 平面 内 从 位 置 Mo 处 起 ， 以 = 2501 十 52 的 规律 
沿 半径 > 一 1500 m 的 圆 弧 作 机 动 飞行 ， 其 中 ;以 m 计 ,，t 以 s 计 。 试 求 当 z 二 5s 时 ， 飞 机 在 
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轨迹 上 的 位 置 M 以 及 速度 和 加 速度 的 大 小 。 











习题 7-13 图 习题 7-14 图 


7-15 如 习题 7-15 图 所 示 ， 一 人 在 路 灯 下 由 灯 柱 起 以 匀速 x 沿 直线 背离 灯 柱 行走 。 设 人 
高 AB 一 /、 灯 高 OD 二 h， 试 求 头顶 影子 M 的 速度 和 加 速度 。 

7-16 ”如 习题 7-16 图 所 示 ， 跨 过 滑轮 C 的 绳子 的 一 端 挂 着 物 块 B， 另 一 端 A 由 小 车 拉 着 
以 匀速 w 二 1 m/s 沿 着 水 平 直线 轨道 运动 。 已 知 A 端 离 地 面 的 高 度 h 二 1 mi 滑轮 离 地 面 的 高 
度 互 一 9mi 运动 开始 时 ， 物 块 在 地 面 上 Bo 处 ， 强 的 AC 段 在 铝 直 位 置 AoC 处 。 若 不 计 物 块 
和 滑轮 尺寸 ， 试 求 物 块 B 的 运动 方程 、 速 度 方程 与 加 速度 方程 ， 以 及 物 块 升 至 架 顶 所 需 的 
时 间 。 











习题 7-15 图 习题 ?7-16 图 


7-17 如 习题 7-17 图 所 示 ， 小 车 A 与 B 以 绳索 相连 ，A 车 高 出 B 车 h 一 1.5m。 已 知 小 
车 A 以 等 速 v。 二 0.4 m/s 拉动 小 车 B。 开 始 时 ，BC 二 L。== 4.5m。 若 不 计 滑 轮 尺 寸 ， 试 求 
5s 后 小 车 B 的 速度 与 加 速度 。 








WA 
习题 7-17 图 


第 八 章 
刚体 的 基本 运动 


本 章 研 究 刚 体 的 两 种 基本 运动 : 平行 移动 和 绕 定 轴 转 动 。 这 两 种 运动 都 是 
工程 中 最 常见 、 最 简单 的 运动 ， 也 是 研究 刚体 复杂 运动 的 基础 。 





第 一 节 ”刚体 的 平行 移动 


一 、 平 行 移动 的 定义 

刚体 在 运动 过 程 中 ， 其 上 任 两 点 的 连 线 始 终 与 它 的 初始 位 置 平行 。 这 种 运 
动 称 为 刚体 的 平行 移动 ， 简 称 平移 。 平 移 刚 体 在 工程 中 较为 常见 ， 例 如 ， 在 水 
平 直 线 轨 道上 行驶 的 车 厢 〈 上 见 图 8-1a); 振动 得 的 筛 体 〈 见 图 8-1b) 等。 刚体 
平移 时 ， 其 上 各 点 的 轨迹 如 为 直线 ， 则 称 为 直线 平移 ; 如 为 曲线 ， 则 称 为 曲线 
平移 。 上 面 所 述 的 车 厢 即 作 直 线 平移 ， 而 振动 筛 的 得 体 则 作曲 线 平移 。 





a) b) 


二 、 平 行 移动 的 特性 
如 图 8-2 所 示 ， 在 平移 刚体 内 任 取 两 点 A 和 B， 令 两 点 的 矢 径 分 别 为 ra 和 
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rs， 并 作 由 BB 点 指向 A 点 的 和 失 量 ra ， 显 然 有 
ra = 7p 十 rap (a) 

由 平移 的 定义 知 ，ras 为 常 矢量 。 因 此 ， 在 运动 
过 程 中 ，A、B 两 点 的 轨迹 曲线 的 形状 完全 
相同 。 

将 式 (a) 两边 对 时 间 上 依次 求 一 阶 导数 、 
二 阶 导数 ， 由 于 ra 为 常 矢 量 ， 即 得 

VA VB, GA dap 

从 而 有 结论 : 

1) 平移 刚体 上 各 点 的 轨迹 形状 相同 。 

2) 在 每 一 瞬时 ， 平 移 刚 体 上 各 点 的 速度 、 加 速度 均 相等 。 

可 见 ， 对 于 平移 刚体 ， 只 要 知道 其 上 任 一 点 的 运动 就 知道 了 整个 刚体 的 运 
动 。 所 以 ， 研 究 刚 体 的 平移 ， 可 以 归结 为 研究 平移 刚体 内 任 一 点 的 运动 。 平 移 
刚体 的 运动 学 问题 也 就 转化 为 了 上 一 章 所 介绍 过 的 点 的 运动 学 问题 。 








ol 








第 二 节 ”刚体 绕 定 轴 转 动 


刚体 在 运动 过 程 中 ， 其 上 或 其 延 拓 部 分 上 有 一 直线 始终 保持 不 动 。 这 种 运 
动 称 为 刚体 绕 定 轴 转 动 。 该 固定 不 动 的 直线 称 为 转轴 。 刚 体 绕 定 轴 转 动 在 工程 
中 十 分 常见 ， 例 如 ， 机 床 的 主轴 、 电 机 的 转子 、 变 速 箱 中 的 齿轮 以 及 绕 固 定 贸 
链 开关 的 门窗 等 ， 都 是 在 绕 定 轴 转 动 。 


一 、 绕 定 轴 转 动 刚体 的 转动 方程 


如 图 8-3 所 示 ， 刚 体 绕 定 轴 xz 转动。 过 转轴 z 作 一 固 
定 平面 A， 再 作 一 与 刚体 固 连 、 随 同 刚体 一 起 绕 z 轴 转 动 
的 动 平 面 B。 记 两 平面 间 的 夹 角 为 P， 并 规定 : 从 = 轴 正 
向 往 负 向 看 去 ， 由 固定 平面 A 逆 时 针 转 向 动 平面 B 的 9 
角 为 正 ， 反 之 为 负 。 这 样 ， 绕 定 轴 转动 刚体 在 任 一 瞬时 
的 位 置 即 可 由 2 角 唯 一 确定 ， 称 gp 角 为 转角 。 刚 体 绕 定 轴 
转动 时 ， 转 角 p 随时 间 上 连续 变化 ， 是 时 间 i 的 单 值 连续 
函数 ， 即 有 





p = f0) (8-1) 
上 式 称 为 绕 定 轴 转 动 刚 体 的 转动 方程 。 
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二 、 绕 定 轴 转动 刚体 的 角速度 
角速度 表征 刚体 转动 的 快慢 与 转向 ， 用 w 表示 ， 它 等 于 转角 p 对 时 间 : 的 一 


阶 导数 ， 即 


=- dy - 
0 = (8-2) 
角速度 w 是 代数 量 ， 其 正 负 号 规定 如 下 : 从 转轴 z 的 正 向 往  ， 


负 向 看 去 ， 刚 体 逆 时 针 转 动 时 ， 角 速度 w 为 正 ， 反 之 为 负 。 角 速 


度 w 的 正 负 号 亦 可 按照 右手 螺旋 法 则 确定 ， 即 将 右手 四 指 握 住 转 “ 
轴 xz 并 使 其 弯曲 方向 与 刚体 绕 > 轴 转 动 的 方向 一 致 ， 若 大 拇指 的 

站 向 与 转轴 z 的 正 向 相同 ， 则 角速度 w 取 正 号 ; 反之 取 负 号 〈 见 和 
图 8-4) 。 


在 国际 单位 制 中 ， 角 速度 的 单位 为 rad/s (弧度 / 秒 )。 
工程 中 常用 转速 = 来 表示 转动 件 转动 的 快慢 ， 其 单位 为 rmin 图 8-4 
〈 转 /分 )。 角 速度 w 与 转速 ”的 换算 关系 为 


一 Zr an _ 
w= $= 30 (8-3) 


三 、 绕 定 轴 转 动 刚体 的 角 加 速度 


角 加 速度 表征 刚体 角速度 的 变化 速率 ， 用 a 表示 ， 它 等 于 角速度 w 对 时 间 : 
的 一 阶 导数 ， 也 等 于 转角 p 对 时 间 上 上 的 二 阶 导数 ， 即 


出 
a 一 一 过 (8-4) 


角 加 速度 a 也 是 代数 量 ， 其 正 负 号 规定 与 角速度 w 的 正 负 号 规定 相同 ， 即 
从 z 轴 的 正 向 往 负 向 看 去 ， 逆 时 针 转 向 的 角 加 速度 a 为 正 ， 反 之 为 负 。 或 者 ， 按 
照 右手 螺旋 法 则 来 确定 角 加 速度 a 的 正 负 号 。 

若 w 与 c 同 号 ( 即 转向 相同 )， 则 刚体 作 加 速 转动 ， 若 w 与 a 异 号 〈 即 转向 
相反 )， 则 刚体 作 减 速 转动 。 

在 国际 单位 制 中 ， 角 加 速度 的 单位 为 rad/s (弧度 / 秒 ?)。 


四 、 角 速度 与 角 加 速度 的 矢量 表示 


绕 定 轴 转 动 刚体 的 角速度 与 角 加 速度 亦 可 用 矢量 来 表示 ， 它 们 的 矢量 定义 
分 别 为 





@ = wk (8-5) 
C 一 oo 天 (8-6) 
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式 中 , 天 为 沿 转轴 z 正方 向 的 单位 矢量 ; w、a 分 别 为 按 式 了 | 

(8-2)、 式 (8-4) 确定 的 角速度 、 角 加 速度 的 代数 值 。 有 
由 式 (8-5)、 式 (8-6) 可 知 : 角速度 矢 wm ( 角 加 速度 矢 

a) 的 大 小 等 于 角速度 ( 角 加 速度 a) 的 绝对 值 。 角 速度 和 撩 @ CC .2 

( 角 加 速度 矢 ga) 的 方向 沿 着 转轴 xz， 若 w 之 0 (a 之 0)， 指 向 

转轴 = 的 正 向 ; 若 二 0 (a < 0)， 指 向 转轴 = 的 负 向 。 角 


速度 和 撩 w@《〈 角 加 速度 矢 w) 的 方向 亦 可 按照 右手 螺旋 法 则 来 
确定 〈 见 图 8-5) 。 角 速度 矢 @《〈 角 加 速度 矢 w) 的 始点 可 在 





转轴 = 上 任意 选取 ， 即 角速度 矢 wm 〈( 角 加 速度 和 失 we) 为 滑动 
矢量 。 
图 8-5 

五 、 几 种 特殊 转动 


1. 匀 变 速 转动 

若 角 加 速度 不 变 ， 即 a 等 于 常量 ， 称 刚体 作 匀 变速 转动 。 匀 变速 转动 又 分 
为 匀 加 速 转动 (w 与 a 同 号 ) 和 匀 减 速 转动 (w 与 a 异 号 ) 。 与 点 的 匀 变 速 运动 
类 似 ， 在 勾 变 速 转动 情况 下 有 


w = wo tat (8-7) 
9 一 go 十 wot 十 方 a (8-8) 
ww = Za(g— go) (8-9) 
式 中 ，wo 和 go 分别 为 上 = 0 时 的 角速度 和 转角 。 
2. 匀速 转动 
匀速 转动 时 " 二 0，o 为 常量 ， 则 有 
9 一 和 十 owt (8-10) 


【 例 8-1】 如 图 8-6 所 示 ， 荡 木 AB 用 两 条 等 长 
的 钢 索 平行 吊 起 , 已 知 0OA 二 QB = 人 人 00 = 


AB; 钢 索 的 摆动 规律 为 p 一 msin 至， 其 中 上 以 s 计 、 


g 以 rad 计 。 试 求 运动 初始 时 刻 ， 荡 木 中 点 M 的 速度 、 
加 速度 。 

解 ， 由 题 意 知 ， 荡 木 作 曲线 平移 。 根 据 平移 刚体 
的 运动 特性 ， 在 同一 瞬时 ， 范 木 上 各 点 的 速度 、 加 速 图 8-6 
度 均 相等 。 因此， 欲求 点 M 的 速度 、 加 速度 ， 只 需求 
出 点 人 的 速度 、 加 速度 即 可 。 点 A 既是 荡 木 上 的 一 点 ， 又 是 摆 索 0,A 上 的 一 点 。 因 此 ， 点 A 
沿 着 以 O; 为 圆心 、 以 O01A 为 半径 的 贺 弧 轨道 作 贺 周 运动 。 于 是 ， 可 运用 自然 坐标 法 确定 点 
A 的 运动 。 

如 图 8-6 所 示 ， 以 荡 木 自然 静止 时 点 A 的 位 置 O 为 坐标 原点 ， 规 定 弧 坐 标 ; 向 右 为 正 ， 
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则 点 A 的 运动 方程 为 


s = ly = lposin 全 
由 式 《7-21)、 式 (7-24) 和 式 〈7-26)， 可 得 任 一 瞬时 点 A 的 速度 、 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 














故 当 运动 初始 时 刻 ， 即 上 一 0 时 ， 9 二 0， 荡 木 中 点 M 的 速度 、 加 速度 分 别 为 


Tipo 
4 


VM 二 VA 一 


2 2 2 2 
，_ » _ Tipo Tpo 
aM 二 Qh 二 0, ak 二 ad 一 » UM 一 ak 


16 16 
速度 的 方向 与 v 相同 ， 水 平 向 右 ; 加 速度 的 方向 与 aa 相同 ， 铅 垂 向 上 。 











【 例 8-2〗 如 图 8-7 所 示 ， 杆 OA 套 在 套 简 B 中 绕 轴 O 
转动 ， 套 简 B 沿 竖 直 滑 道 运动 。 已 知 套 简 B 以 匀速 v = 
1 m/s 向 上 运动 ， 滑 道 与 轴 O 的 水 平 距 离 !: 二 400 mm， 运 动 
初始 时 9 二 0。 试 求 当 杆 OA 与 水 平 线 的 夹 角 9 = 30" 时 ， 杆 
OA 的 角速度 和 和 角 加 速度 。 

解 : 由 几何 关系 得 


tang 一 字 (a) 
由 式 (a) 得 杆 OA 绕 轴 OO 转动 的 转动 方程 





(pb) . 8-7 


0 一 arctan gy 
对 式 〈b) 依次 求 一 阶 导数 、 二 阶 导数 ， 得 杆 OA 的 角速度 、 角 加 速度 分 别 为 
w 一 0 一 1 2 7 Cc) 


1 (¥) 








(d) 





当 9 二 30 时， 由 式 (a) 得 


1 = Ltan 30° 0. 4V3 
v 3 


s 人 0.23s 





将 t 二 0.23s 代 和信 式 (ec) 和 式 (d) 计算 ， 即 得 当 2 = 30" 时 杆 O4 的 角速度 和 和 角 加 速度 分 别 为 
w= 1.88rad/s, a = —4.06 rad /s’ 
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第 三 节 ” 绕 定 轴 转 动 刚 体内 各 点 的 速度 和 加 速度 


刚体 绕 定 轴 转 动 时 ， 刚 体内 不 在 转轴 上 的 各 点 均 在 垂直 于 转轴 的 各 平面 内 作 
圆周 运动 。 圆 心 在 转轴 上 ， 贺 周 半径 尺 等 于 该 点 到 转轴 的 垂直 距离 ， 称 为 该 点 的 
转动 半径 。 下 面 ， 采 用 自然 法 来 确定 绕 定 轴 转 动 刚体 内 各 点 的 速度 和 加 速度 。 


一 、 绕 定 轴 转 动 刚体 内 各 点 的 速度 


如 图 8-8 所 示 ， 刚 体 绕 定 轴 O 〇 转动 ， 其 上 任 一 点 M 的 转动 半径 为 R。 当 刚 
体 转 过 g 角 时 ，M 点 由 Mo 运动 到 了 M。 以 M 点 的 初始 位 置 M。 为 弧 坐 标 s 的 原 
点 ， 按 gp 角 的 正 向 规定 弧 坐 标的 正 向 ， 于 是 弧 坐 标 





5 一 及 p (a) 
将 式 (a) 对 时 间 t 求 导 ， 得 M 点 的 速度 
v=s=Ro= Ro (8-11) 


即 绕 定 轴 转 动 刚 体内 任 一 点 速度 的 大 小 等 于 该 点 的 转动 半径 与 刚体 角速度 的 乘积 ; 
方向 垂直 于 该 点 的 转动 半径 ， 指 向 刚体 转动 的 一 方 。 速 度 分 布 规律 如 网 8-9 所 示 。 








二 、 绕 定 轴 转动 刚体 内 各 点 的 加 速度 


将 式 〈8-11) 对 时 间 上 求 导 ， 得 M 点 的 切 向 加 速度 
a: 一 了 一 Rowo=Ro (8-12) 
即 绕 定 轴 转 动 刚体 内 任 一 点 切 向 加 速度 的 大 小 等 于 该 点 的 转动 半径 与 刚体 角 加 
速度 的 乘积 ; 方向 垂直 于 该 点 的 转动 半径 ， 指 向 与 角 加 速度 a 的 转向 一 致 ， 如 
图 8-10 所 示 。 
将 式 (8-11) 代入 式 (7-26), 得 M 点 的 法 向 加 速度 
a = = Re (8-13) 
2 


即 绕 定 轴 转 动 刚 体内 任 一 点 法 向 加 速度 的 大 小 等 于 该 点 的 转动 半径 与 刚体 
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角速度 平方 的 乘积 ; 方向 沿 转动 半径 指向 转轴 ， 如 网 
8-10 所 示 。 
点 M 的 全 加 速度 a 等 于 切 向 加 速度 ai 与 法 向 加 速 
度 a, 的 矢量 和 ， 如 图 8-10 所 示 ， 其 大 小 为 
a = Va ta: = R Va tw (8-14) 
用 9 表示 全 加 速度 a 与 转动 半径 MO (或 法 向 加 速度 
an) 之 间 的 夹 角 ， 有 图 8-10 


综 上 所 述 ， 绕 定 轴 转 动 刚 体内 各 点 的 速度 和 加 速度 有 如 下 规律 : 
1) 绕 定 轴 转 动 刚 体内 各 点 速度 、 加 速度 的 大 小 ， 均 与 该 点 的 转动 半 
径 成 正比 。 
2) 绕 定 轴 转 动 刚体 内 各 点 速度 的 方向 均 重 直 于 转动 半径 ， 指 向 刚体 
转动 的 一 方 。 
; 3) 绕 定 轴 转 动 刚体 内 各 点 的 全 加 速度 与 转动 半径 间 具 有 相同 的 夹 角 
; 9， 并 偏向 角 加 速度 a 转向 的 一 方 。 

【 例 8-3】 搅拌 机 构 如 图 8-11 所 示 , 已 知 OA4 = 
OB = R、O1O; 二 AB， 曲柄 O14 以 不 变 的 转速 n 转动 。 
试 求 搅拌 杆 BAM 的 端点 MM 的 速度 与 加 速度 。 

解 ， 由 题 意 知 ， 撑 拌 杆 BAM 作 曲线 平移 ， 因 些 端点 M 
的 速度 、 加 速度 与 A 点 的 完全 相同 。A 点 既是 搅拌 杆 BAM 
上 的 一 点 ， 又 是 曲柄 OA 上 的 一 点 ， 而 曲柄 OA 绕 定 轴 Oi 
转动 ， 故 有 








(8-15) 
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va 的 方向 垂直 于 AO ， 指 向 与 杆 QA 的 转向 一 致 ，ws 的 方向 与 oa 相同 ; qa 的 方向 沿 AO 
指向 CO ，aw 的 方向 与 a4 相同 。 


【 例 8-4】 如 图 8-12 所 示 ， 鼓 轮 绕 轴 C 〇 转动 ， 其 半径 民 二 0.2 m， 转 动 方程 为 o 一 一 十 
4t《 其 中 , 1 以 s 计 、gp 以 rad 计 )。 不 可 伸 长 的 绳索 缠绕 在 鼓 轮 上 ， 绳 索 的 另 一 端 悬 挂 重 物 
A。 试 求 当 上 = 1s 时 ， 轮 缘 上 的 点 M 以 及 重 物 A 的 速度 和 加 速度 。 
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解 : (1) 求 鼓 轮 绕 轴 O 〇 转动 的 角速度 和 角 加 速度 当 上 :=1s 时 ， 
由 式 (8-2)， 得 鼓 轮 的 角速度 


w dp 9291+4 一 (一 2X1 十 4) rad/s = 2 rad/s 














dr 
由 式 (8-4)， 得 鼓 轮 的 角 加 速度 
a 一 旦 = 一 2 rad/s’ 
(2) 求 轮 缘 上 点 M 的 速度 和 加 速度 ”由 式 (8-11)， 得 上 一 1s 图 8-12 
时 点 M 的 速度 


vu = Rw = (0.2X2) m/s = 0.4 m/s 

方向 沿 轮 缘 切 向 、 指 向 与 角速度 转向 一 致 。 
由 式 (8-12)， 得 切 向 加 速度 
a = Ra 一 [0.2X( 一 2)] m/s: = —0.4 m/s 
由 式 (8-13)， 得 法 向 加 速度 
a = Roe: = (0.2X2) m/s: 一 0.8 m/s 
所 以 ， 全 加 速度 的 大 小 为 
av = May) Hay) = V0.4+0.8 m/s = 0.89m/s 

全 加 速度 与 法 线 间 的 夹 角 由 式 (8-15) 得 

tan = lal lel 13 =0.5 


Un 
一 26.6° 
(3) 求 重 物 4 的 速度 和 加 速度 ” 重 物 A 的 速度 与 轮 边缘 上 各 点 的 速度 相同 ， 即 有 
va = vm = 0.4 m/s 
方向 铅 垂 向 下 。 
重 物 4 的 加 速度 与 轮 边 缘 上 各 点 的 切 向 加 速度 相同 ， 即 有 
aa 一 cl 一 一 0.4my/s? 


与 速度 方向 相反 ， 作 减速 运动 。 





【 例 8-5】 半径 R 一 0.5 m 的 飞轮 由 静止 开始 转动 ， 角 加 速度 按 a = 二 rad/s (5 为 
常数 ) 的 规律 变化 。 已 知 ! = 5s 时 ， 轮 缘 上 点 的 速度 为 v 一 20 m/s。 试 求 当 t = 10s 时 ， 轮 


缘 上 点 的 速度 和 加 速度 的 大 小 。 
解 : (1)》 求 飞轮 的 角速度 、 角 加 速度 ”由 题 意 有 
一 6 
<“ dd: 5+t 


对 上 式 分 离 变量 后 积分 ， 有 
t 6 
| do 一 | 5 十 i 
解 得 
5 十 # 


中 一 bln ~ (a) 
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由 初始 条 件 可 确定 常数 0， 当 : = 5 s 时 ， 轮 缘 上 一 点 的 速度 大 小 v 一 Re = 20 m/s， 代 
入 式 a)， 求 得 常数 5 一 57. 7。 于 是 ， 角 速度 、 角 加 速度 方程 分 别 为 


w= 57, 7In 5 (rad/s) 


_ 57.7 
“ 5+t 
由 此 可 得 ， 当 上 二 10 s 时 , w = 63.4rad/s, a 一 3.85 rad/s: 。 
(2) 计算 轮 缘 上 点 的 速度 和 加 速度 由 式 (8-11) 一 式 〈8-14)， 可 得 轮 缘 上 点 的 速度 和 
加 速度 的 大 小 分 别 为 





(rad/s2 ) 


v= Rw = 0.5X63.4m/s = 31.7 m/s 
al = Ra = 0.5X3.85 m/s: = 1.92 m/s 
an = Re? 一 0.5X63.42 m/s = 2010 m/s 
a = Vaita’ = Vl.927+2010 m/s: 2 2010 m/s’ 








第 四 节 ” 定 轴 轮 系 的 传动 比 


工程 中 ， 经 常 利用 定 轴 轮 系 传动 来 改变 机 器 的 转速 。 具 轮 系 和 带 轮 系 是 其 
中 最 常见 的 两 种 ,分 别 如 图 8-13a 和 图 8-13b 所 示 。 








图 8-13 


ilz 二 一 (8-16) 
为 定 轴 轮 系 的 传动 比 。 


对 于 齿轮 传动 ， 由 于 两 个 齿轮 在 晓 合 点 A、B 处 的 速度 vs 与 vs 相等 〈 见 图 
8-13a)， 即 


wiRi 一 op 及 2 (a) 
式 中 ，R; 、R: 分 别 为 主动 轮 I、 从 动 轮 开 的 哮 合 圆 半径 。 又 因 齿 轮 在 哮 合 贺 上 的 
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齿 距 相等 ， 它 们 的 齿 数 和、z 与 半径 民 、R 成 正比 ， 所 以 ， 齿 轮 的 传动 比 可 表示 为 
7 一 w RR._ zz 
2 ww, R x 
对 于 带 轮 传动 ， 假 设 胶带 与 带 轮 间 无 相对 滑动 ， 则 wa 一 v4 一 v8 二 vp( 见 
图 8-13b)， 即 两 个 带 轮 边缘 各 点 的 速度 相等 ， 由 此 得 





(8-17) 





Wr 一 Go72 (b) 
式 中 , 产 、 分 别 为 主动 轮 TI 、 从 动 轮 下 的 半径 。 故 带 轮 的 传动 比 可 表示 为 

i112 一 i 一 于 (8-18) 

复习 思考 题 


8-1 试 判 断 下 列 说 法 是 否 正 确 : 

1) 刚体 在 运动 过 程 中 ， 其 上 有 一 条 直线 始终 平行 于 它 的 初始 位 置 ， 则 刚体 作 平 移 。 

2) 刚体 平移 时 ， 若 刚体 上 任 一 点 的 运动 已 知 ， 则 其 他 各 点 的 运动 随 之 确定 。 

3) 某 瞬 时 ， 平 移 刚 体 上 各 点 速度 的 大 小 相等 ， 但 方向 可 以 不 同 。 

4) 若 刚体 内 各 点 均 作 圆周 运动 ， 则 此 刚体 的 运动 必 是 绕 定 轴 转 动 。 

5) 绕 定 轴 转 动 刚体 的 转轴 不 能 在 刚体 的 外 形 轮廓 之 外 。 

8-2 绕 定 轴 转 动 刚体 上 平行 于 轴线 的 线段 作 何 种 运动 ? 

8-3 试问 在 下 列 刚体 的 运动 中 ， 哪 些 是 平移 ? 哪些 是 绕 定 轴 转 动 ? B 

1) 在 水 平 直线 轨道 上 行驶 的 车 厢 。 

2) 在 弯 道 上 行驶 的 车 厅 。 

3) 车 床上 旋转 的 飞轮 。 

4) 在 地 面 上 滚动 的 圆 轮 , 

8-4 刚体 绕 定 轴 匀 速 转动 时 ， 各 点 的 加 速度 是 否 等 于 零 ? 为 什么 ? “ 

8-5 如 思考 题 8-5 图 所 示 ,， 工 字 杆 ABC 的 角速度 w 与 第 加 4 
速度 a 为 已 知 ， 试 画 出 B、C 两 点 的 速度 、 切 向 加 速度 和 法 向 加 速 “ 
度 的 方向 。 思考 题 8-5 图 

8-6 刚体 绕 定 轴 转 动 ， 若 已 知 其 上 任 两 点 的 速度 ， 能 否 确定 转轴 的 位 置 ? 

8-7 刚体 绕 定 轴 转 动 时 ， 角 加 速度 为 正 ， 表 示 加 速 转动 ; 角 加 速度 为 负 ， 则 表示 减速 转 
动 。 这 一 表述 是 否 正 确 ? 为 什么 ? 

8-8 绕 定 轴 转 动 刚体 上 哪些 点 的 加 速度 大 小 相等 ? 哪些 点 的 加 速度 方向 相同 ? 








习 题 
8-1 习题 8-1 图 所 示 平面 机 构 中 ， 三 角 板 AMB 与 杆 QA、O:B 铵 接 , 若 OA 一 OB 一 
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00 =4B， 杆 OA 的 摆动 规律 为 p = sin Gt (其 中 , t 以 s 计 、g 以 rad 计 )， 试 求 当 


ft 二 0 和 +t 二 1s 时 ， 点 M 的 速度 和 加 速度 。 

8-2 如 习题 8-2 图 所 示 ， 杆 AO 绕 轴 OO 转动 ， 其 转动 方程 为 yg = 4# (其 中 , t 以 s 计 、 
9 以 rad 计 ); 杆 BC 绕 轴 C 转动 ; 杆 AO 与 杆 BC 平行 等 长 ，AO = BC = 0.5 m。 试 求 当 
f 二 1s 时， 直角 折 杆 EABD 上 端点 DD 的 速度 和 加 速度 。 


4 B 











习题 8-1 图 


8-3 习题 8-3 图 所 示 曲 柄 滑 杆 机 构 中 ， 滑 杆 有 一 圆 绝 形 
滑 道 ， 甚 半径 尺 = 100 mm， 圆 心 0 在 导 杆 BC 上 。 曲 柄 长 
AO 二 100 mm， 以 等 角速度 w = 4 rad/s 绕 轴 O 〇 转动 。 设 初始 
时 曲柄 AO 水 平 向 右 ， 试 求 导 杆 BC 的 运动 规律 以 及 当 轴 柄 
AO 与 水 平 线 间 的 夹 角 p = 30" 时 ， 导 杆 BC 的 速度 和 加 速度 。 

8-4 如 习题 8-4 图 所 示 ， 曲 柄 BC 以 等 角速度 wo 绕 
轴 C 转动 ， 其 转动 方程 为 p 二 wot。 滑 块 B 带 动摇 杆 AO 
绕 轴 O 转动 。 已 知 CO = h，BC = >。 试 求 播 杆 AO 的 转 
动 方程 。 习题 8-3 图 

8-5 习题 8-5 图 所 示 机 构 中 ， 杆 AB 以 等 速 v 向 上 滑 
动 ， 通 过 滑 块 A 带动 播 杆 CO 绕 轴 OO 〇 转动。 开始 时 op 二 0， 试 求 当 2 三 /4 时 ， 播 杆 CO 的 
角速度 和 角 加 速度 。 

















+"! 
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8-6 如 习题 8-6 图 所 示 ， 杆 AB 沿 锁 垂 滑 道 以 等 速 " 向 下 运动 ， 并 由 B 端的 小 轮 带 动 半 
径 为 R 的 圆 弧 杆 CO 绕 轴 O 〇 转动 。 设 运动 开始 时 ，9p 一 r/4， 试 求 圆 弧 杆 CO 的 转动 方程 、 任 
一 肯 时 的 角速度 以 及 端点 C 的 速度 。 

8-7 ”如 习题 8-7 图 所 示 ， 杆 AO 的 长 度 为 /， 可 绕 轴 O 转 动 ， 杆 的 A 端 靠 在 物 块 B 的 侧面 。 
若 物 块 已 以 等 速 mw 向 右 平移 ， 且 z = wt， 试 求 杆 AO 的 角速度 、 角 加 速度 以 及 村 端 A 的 速度 。 





习题 8-6 图 


8-8 习题 8-8 图 所 示 机 构 可 将 工件 送信 干燥 炉 内 。 已 知 杆 4O = 1.5 m， 在 铅 垂 面 内 转动 ; 
杆 AB 二 0.8m，A 端 为 匀 链 ，B 端 有 放置 工件 的 框架 ， 在 机 构 运动 时 ， 工 件 的 速度 恒 为 0. 05 ma/ s， 
杆 AB 始终 铅 垂 。 设 运动 开始 时 ，y9 二 0。 试 建立 杆 AO 的 转动 方程 ， 以 及 点 B 的 轨迹 方程 。 

8-9 如 习题 8-9 图 所 示 ， 半 径 R 二 100 mm 的 圆 盘 绕 圆心 O 转动 , 在 图 示 肯 时， 点 A 
的 速度 wa 二 200 mm/s， 点 召 的 切 向 加 速度 a8 = 150 mm/s: ， 方 向 如 图 。 试 求 圆 盘 的 角速度 
w、 角 加 速度 a 以 及 点 C 的 加 速度 。 








习题 8-8 图 习题 8-9 图 


8-10 习题 8-10 图 为 一 带 式 输送 机 。 已 知 主动 轮 的 转速 n， = 1200 r/min， 齿 数 zi = 
24; 齿轮 开 的 齿 数 xz 一 96; 齿轮 亚 和 玉 用 链条 传动 ， 齿 数 各 为 六 二 15 和 z= 二 45; 轮 V 的 
直径 D = 460 mm。 试 求 输送 带 的 速度 w。 

8-11 习题 8-11 图 所 示 仪 表 机 构 中 ， 指 针 CO 固 连 于 齿轮 I 上。 已 知 各 齿轮 齿 数 分 别 为 
ZI 二 6、zz 二 24、z 二 8、z 二 32， 人 齿轮 5 的 半径 尺 二 4 cm。 如 齿 条 AB 下 移 1 cm， 试 求 
指针 CO 转 过 的 角度 p。 

8-12 ”如 习题 8-12 图 所 示 ， 半径 r = 100 mm 的 圆 盘 绕 定 轴 0 〇 转动。 已 知 在 某 一 瞬时 ， 
圆 盘 边 缘 上 点 A 的 速度 va 二 800 mm/s; 盘 内 点 B 的 全 加 速度 as 与 其 转动 半径 BO 成 0 角 ， 
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且 tanb = 0.6。 试 求 该 瞬时 罗盘 的 角 加 速度 。 





习题 8-10 图 习题 8-11 图 


8-13 如 习题 8-13 图 所 示 ， 机 构 中 齿轮 工 固 连 于 杆 AC 上， 齿轮 [通过 曲柄 BO; 与 半径 
为 产 的 齿轮 工 路 合 ， 齿轮 本 可 绕 轴 0% 转动 。 已 知 AB = 二 O10;、 AO BO, L、 Pp 


bsinwt (65、w 均 为 常数 )， 试 求 当 i 二 区 时 ， 齿轮 开 的 角速度 和 角 加 速度 。 














习题 8-12 图 习题 8-13 图 


8-14 如 习题 8-14 图 所 示 ， 杆 AB 以 等 速 v 沿 锅 直 导轨 向 下 运动 ， 其 一 端正 靠 在 直角 杜 
杆 CDO 的 CD 边 上 ， 带 动 杠杆 CDO 绕 位 于 导轨 轴线 上 的 轴 〇 转动。 试 求 杠 杆 的 端点 C 的 速 
度 和 加 速度 〈 表 示 为 角 9 的 函数 )。 已 知 OP = 二 a、CD = 2a。 

8-15 如 习题 8-15 图 所 示 ， 纸 盘 由 厚度 为 6 的 纸 条 卷 成 。 现 以 匀速 v 水 平 拉 纸 条 ， 车 
b 安 r， 试 求 纸 盘 的 角 加 速度 a (表示 为 纸 盘 半径 7 的 函数 )。 








习题 8-14 图 习题 8-15 图 


第 九 章 
太 的 合成 运动 


同一 物体 的 运动 在 不 同 参考 系 中 有 着 不 同 的 运动 特性 。 例 如 ， 采 用 日 心 参 
考 系 《坐标 原点 为 太阳 中 心 ， 坐 标 轴 的 方向 始终 指向 恒星 的 参考 系 ) 描述 行星 
的 运动 ， 行 星 的 运动 轨迹 是 椭圆 ， 而 采用 地 心 参考 系 〈 坐 标 原 点 为 地 心 ， 坐 标 
轴 方 向 始终 指向 恒星 的 参考 系 ), 行星 的 运动 轨迹 则 是 较为 复杂 的 曲线 。 再 如 
图 9-1a 所 示 ， 和 车 床 工作 时 ， 如 参考 系 固 连 于 地 面 ， 车 刀 刀 人 尖 是 直线 运动 ， 若 参 
考 系 固 连 于 旋转 的 工件 上 ， 车 刀 刀 尖 则 作 螺 旋 线 运动 。 








a) b) 
图 9-1 


通过 对 运动 的 观察 还 发 现 ， 点 相对 于 某 一 参考 系 的 较为 复杂 的 运动 可 以 看 
成 是 由 相对 于 其 他 参考 系 的 两 个 较为 简单 的 运动 组 合 而 成 。 如 图 9- lb 所 示 ， 车 
轮 上 M 点 相对 于 地 面 参 考 系 的 运动 轨迹 是 旋 轮 线 ， 但 也 可 以 把 它 看 成 是 该 点 相 
对 于 车 架 的 圆周 运动 和 车 架 相对 于 地 面 的 平行 移动 这 两 个 简单 运动 的 合成 。 

本 章 主要 研究 物体 相对 于 不 同 参考 系 的 运动 之 间 的 关系 ， 分 析 点 的 速度 和 
加 速度 合成 规律 。 





第 一 节 ”绝对 运动 、 相 对 运动 和 牵连 运动 


为 了 方便 起 见 ， 今 后 将 所 研究 的 运动 的 点 简称 为 动 点 ;将 固 连 于 地 球 上 的 
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参考 系 称 为 定 参考 系 ， 简 称 为 定 系 ， 记 作 Oxy; 将 固 连 于 其 他 相对 于 地 球 运动 
的 物体 上 的 参考 系 称 为 动 参考 系 ， 简 称 为 动 系 ， 记 作 O'x y 。 例 如 ， 在 图 9-1b 
中 ， 动 点 为 车 轮 上 的 M 点 : 定 系 Ozy 固 连 于 地 面 ; 动 系 O xz y 周 连 于 车 架 上 。 

在 分 析 点 的 合成 运动 问题 时 ， 应 首先 选取 一 个 动 点 和 两 个 参考 系 ， 即 定 系 
与 动 系 。 在 选 定 动 点 、 定 系 各 动 系 后 ， 则 必须 区 分 下 列 三 种 运动 : 


动 点 相对 于 定 系 的 运动 称 为 绝对 运动 ; 动 点 在 定 系 上 留 下 的 轨迹 称 为 绝对 
轨迹 ; 动 点 相对 于 定 系 的 速度 称 为 动 点 的 绝对 速度 ， 用 vw, 表示 ; 动 点 相对 于 定 
系 的 加 速度 称 为 动 点 的 绝对 加 速度 ， 用 a 表示 。 


二 、 相 对 运动 
动 点 相对 于 动 系 的 运动 称 为 相对 运动 ; 动 点 在 动 系 上 留 下 的 轨迹 称 为 相对 


轨迹 ; 动 点 相对 于 动 系 的 速度 称 为 动 点 的 相对 速度 ， 用 vw 表示; 动 点 相对 于 动 系 
的 加 速度 称 为 动 点 的 相对 加 速度 ， 用 w 表示。 


三 、 率 连 运 动 

动 系 相 对 于 定 系 的 运动 称 为 牵连 运动 。 动 点 运动 的 每 一 瞬时 ， 动 系 上 都 有 
一 点 与 动 点 重合 ， 动 系 上 与 动 点 重合 的 点 称 为 动 点 在 该 瞬时 的 牵连 点 。 牵 连 点 
相对 于 定 系 的 速度 称 为 动 点 的 牵连 速度 ， 用 以 表示 ; 牵连 点 相对 于 定 系 的 加 速度 
称 为 动 点 的 牵连 加 速度 ， 用 a, 表示 。 

需要 强调 指出 ， 动 点 的 绝对 运动 和 相对 运动 ， 都 是 点 的 运动 ， 或 者 直线 运 
动 ， 或 者 曲线 运动 ; 而 动 点 的 牵连 运动 则 是 指 动 系 的 运动 ， 属 于 刚体 的 运动 ， 
或 者 平移 ， 或 者 绕 定 轴 转 动 ， 或 者 其 他 复杂 运动 。 

例如 ,在 图 9-1a 中 ， 取 车 刀 刀 尖 为 动 点 ， 定 系 固 连 于 地 面 ， 动 系 固 连 于 旋 
转 的 工件 上 ， 则 动 点 (车 刀 刀 尖 ) 相对 于 定 系 〈 地 面 ) 的 运动 为 绝对 运动 ， 绝 
对 轨迹 为 直线 ; 动 点 《车 刀 刀 尖 ) 相对 于 动 系 〈 旋 转 工件 ) 的 运动 为 相对 运动 ， 
相对 轨迹 为 螺旋 线 ;， 动 系 〈 旋 转 工 件 ) 相对 于 定 系 〈 地 面 ) 的 运动 为 牵连 运动 ， 
牵连 运动 为 绕 定 轴 转 动 。 再 如 ， 在 图 9-1b 中 ， 动 点 M 相对 于 定 系 Ory (地 面 ) 
的 运动 为 绝对 运动 ， 绝 对 轨迹 为 旋 轮 线 ; 动 点 M 相对 于 动 系 O'x'y (车 架 ) 的 
运动 为 相对 运动 ， 相 对 轨迹 为 圆 ， 动 系 O'x'y (车 架 ) 相对 于 定 系 Ozy (地 面 ) 
的 运动 为 棕 连 运动 ， 牵 连 运动 为 直线 平移 。 

【 例 9-1] ”如 图 9-2a 所 示 ， 点 M 沿 半径 为 > 的 半圆 环 4O 作 圆周 运动 ， 同 时 半圆 环 4O 又 绕 
定 轴 0 转动 。 试 适当 选择 动 点 与 动 系 ， 并 确定 动 点 的 绝对 速度 、 相 对 速度 和 率 连 速度 的 方向 。 

解 ， 选取 点 M 为 动 点 ， 动 系 固 连 于 半圆 环 4AO 上， 











动 点 的 相对 运动 : 沿 半 圆 环 的 圆周 运 
动 ， 相 对 速度 w 的 方向 沿 半圆 环 切线 方向 
( 见 图 9-2b) 。 

动 点 的 牵连 运动 : 绕 定 轴 0 转动 ， 奉 
连 点 为 该 瞬时 半圆 环 上 与 动 点 M 重合 的 
点 M ， 其 速度 即 为 牵连 速度 w。， 方 向 垂 
直 于 MO ( 见 图 9-2b) 。 

动 点 的 绝对 运动 : 曲线 运动 ， 轨 迹 未 
知 ， 故 暂时 无 法 确定 绝对 速度 vw, 的 方向 。 
但 如 果 相 对 速度 vw. 与 牵连 速度 wv. 药 已 知 ， 
即 可 通过 下 一 节 介 绍 的 点 的 速度 合成 定理 求 出 绝对 速度 记 。 

由 于 定 系 恒 为 固 连 于 地 面 的 参考 系 ， 故 今后 可 以 不 再 交代 。 

上 述 选择 动 点 与 动 系 、 分 析 速 度 的 过 程 称 为 速度 分 析 ， 所 绘制 的 速度 矢量 
图 称 为 速度 分 析 图 。 

动 点 的 加 速度 分 析 相 对 比较 复杂 ， 将 在 第 三 节 中 专门 讨论 。 

【 例 9 2 在 图 9-3a 所 示 的 机 构 中 ， 滑 块 C 上 刻 有 平均 半径 为 7 的 滑 模 ， 顶 杆 AB 上 的 
滚轮 A 置 于 滑 槽 内 。 滑 块 C 以 不 变 的 速度 v 向 右 平 移 ， 带 动 顶 杆 AB 向 上 平移 。 试 适当 选择 
动 点 与 动 系 ， 并 绘制 速度 分 析 图 。 





a) b) 
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a) b) 
图 9-3 


解 : 选取 项 杆 AB 上 的 接触 点 A 为 动 点 ， 动 系 固 连 于 滑 块 C 上 。 
动 点 的 绝对 运动 : 铅 垂 方向 的 直线 运动 ， 绝 对 速度 记 坚 直 向 上 。 
动 点 的 相对 运动 : 沿 半 圆滑 槽 的 圆周 运动 ， 相 对 速度 ww 沿 圆周 切线 ， 即 垂直 于 圆周 半 


动 点 的 牵连 运动 : 水 平方 向 的 直线 平移 ， 牵 连 速度 w 即 为 滑 块 C 的 速度 ， 水 平 向 右 。 
速度 分 析 图 如 图 9-3b 所 示 。 


【 例 9-3〗】 凸轮 顶 杆 机 构 如 图 9-4a 所 示 ， 已 知 凸 轮 以 匀 角 速度 w 绕 轴 O 〇 转动 ， 带 动 平底 
顶 杆 ABD 上 下 平移 。 试 适当 选择 动 点 与 动 系 ， 并 绘制 速度 分 析 图 。 
解 ， 选取 凸轮 的 轮 心 C 为 动 点 . 动 系 固 连 于 平底 项 杆 上 。 
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动 点 的 绝对 运动 :圆周 运动 ， 绝 对 速度 wv 垂直 
于 转动 半径 CO。 

动 点 的 相对 运动 ， 在 观察 相对 运动 时 ， 可 令 动 
系 不 动 ， 这 样 凸轮 的 运动 可 以 看 成 是 沿 AB 的 深 4 
动 。 因 此 ， 动 点 C 的 相对 运动 为 水 平 直线 运动 ， 相 
对 速度 水 平 向 左 。 

动 点 的 座 连 运动 : 锅 直 方向 的 直线 平移 ， 座 连 
速度 xx 铝 直 向 上 。 

速度 分 析 图 如 图 9-4b 所 示 。 图 9-4 

由 上 面 的 例题 可 知 ， 研 究 点 的 合成 运动 的 关键 在 于 合理 地 选择 动 点 与 动 系 。 
在 选择 动 点 与 动 系 时 ， 必 须 遵 循 两 个 基本 原则 : 


DTY TT TE 2:T ER TED 1: ERT EE 37 ETD ED TR SI SY EE SLD SD SE TT TDD TESD SE SIE eT SD SD Sl Sh SD 7h 22 4:12D Ee 











C 
* 


2 1) 动 点 与 动 系 之 间 应 存在 相对 运动 。 
;2) 动 点 的 相对 轨迹 应 简单 明确 。 

在 实际 问题 中 ， 动 点 与 动 系 的 选择 一 般 有 下 列 五 种 情形 ， 

1) 两 个 物体 之 间 互 不 关联 。 此 时 可 选取 其 中 的 一 个 物体 为 动 点 ， 动 系 固 连 
于 另 一 个 物体 上 。 

2) 一 个 单独 的 点 在 一 运动 物体 上 作 相 对 和 运动。 此 时 可 选取 该 单独 的 点 为 动 
点 ， 动 系 固 连 于 运动 物体 上 ， 如 例 9-1。 

3) 两 个 相对 运动 的 物体 间 始 终 有 接触 点 ， 而 其 中 一 个 物体 上 的 接触 点 恒定 
不 变 ， 该 恒定 不 变 的 接触 点 称 为 常 接触 点 。 此 时 可 取 常 接触 点 为 动 点 ， 动 系 则 
固 连 于 另 一 个 运动 物体 上 ， 如 例 9-2。 

4) 两 个 运动 物体 间 始 终 有 接触 点 ,但 两 个 物体 的 接触 点 均 在 不 断 变 化 。 此 
时 应 遵循 上 述 两 个 基本 原则 ， 对 问题 进行 具体 分 析 后 再 适当 地 选取 动 点 与 动 系 ， 
如 例 9-3。 

5) 有 关联 物 的 多 个 物体 的 运动 。 一 般 可 取 关 联 物 为 动 点 ， 根 据 需 要 ， 动 系 
可 能 有 多 个 选择 。 这 种 情况 可 见 下 节 中 的 例 9-8。 
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下 面 研究 动 点 的 相对 速度 、 牵 连 速 度 与 绝对 速度 之 间 的 关系 。 
如 图 9-5 所 示 ， 在 上 瞬时 ， 动 点 位 于 运动 曲线 AB 上 的 M 点 处 。 经 过 At 时 
间 后 ， 曲 线 AB 运动 到 新 位 置 A B ， 同 时 ， 动 点 沿 弧 线 MM 运动 到 AM 处 ， 而 : 
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瞬时 的 牵连 点 M, 则 随 AB 运动 至 Mi 处 。 在 时 间 间 隔 At 内 ， 动 点 的 绝对 轨迹 为 
弧 线 MM ; 动 点 的 相对 轨迹 为 弧 线 MM'; + 瞬时 的 牵连 点 M, 的 轨迹 为 弧 线 
MM 。 矢 量 MM 、MrM 和 M Mi 分别 为 在 时 间 间 隔 At 内 动 点 的 绝对 位 移 、 相 对 
位 移 和 牵连 点 的 位 移 。 根 据 矢量 关系 有 


一 > a 


MM 一 MM 二 MAM 











图 9-5 
以 At 除 上 述 等 式 的 两 边 ， 并 令 At>0 取 极 限 ， 即 





lim 一 iim 二 limMM 

Arr0 At Ar-r0 At Arr0 Ai 
式 中 ， 第 一 项 为 动 点 在 1 时 刻 的 绝对 速度 v,， 它 沿 动 点 的 绝对 轨迹 MM' 在 点 M 
的 切线 方向 第 二 项 为 牵连 速度 v.， 它 沿 弧 线 MM 在 点 M 的 切线 方向 ;第 三 项 
为 相对 速度 w ， 因 为 当 Ar->0 时 ,曲线 A'B' 趋 近 于 曲线 AB， 故 它 沿 曲线 AB 在 
点 M 的 切线 方向 。 于 是 得 





Va 一 Ve 二 vw (9-1) 
上 式 表明 ， 在 任 一 瞬时 ， 动 点 的 绝对 速度 等 于 其 牵连 速度 与 相对 速度 的 矢量 和 。 
即 动 点 的 绝对 速度 可 以 由 牵连 速度 与 相对 速度 所 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 来 确 
定 。 这 称 为 点 的 速度 合成 定理 ， 其 对 应 的 平行 四 边 形 称 为 点 的 速度 平行 四 边 形 。 
应 当 指 出 ， 在 式 (9-1) 中 ,包含 了 三 种 速度 的 大 小 和 方向 共 六 个 要 素 。 一 
般 情况 下 ， 必 须 已 知 其 中 四 个 要 素 ， 才 能 求 出 剩余 的 两 个 要 素 。 
在 应 用 点 的 速度 合成 定理 解 题 时 ， 可 按 以 下 四 个 步骤 进行 : 


DT shh le LD hh SID Teh ED SLD dele STD SLeD oD SED ST SD SID SLESD TSD A SD SEE ST TD Ssh LTT STs oTeD TE ST 212E 41E STE 7 
a 


oo 


: 1) 适当 选取 动 点 和 动 系 。 : 
: ”2) 分 析 绝 对 、 相 对 系 连 三 种 运动 。 : 
: 3) 根据 点 的 速度 合成 定理 ， 作 出 点 的 速度 平行 四 边 形 。 : 
; 4) 根据 速度 平行 四 边 形 求解 未 知 量 。 
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【 例 9-4】 图 9-6 为 曲柄 播 杆 机 构 ， 已 知 O4 = /== 20 cm， 
曲柄 CO 的 角速度 ww = 2 rad/s。 试 求 在 图 示 位 置 时 ， 播 杆 BA 的 
角速度 w, 。 

解 : (1) 选择 动 点 与 动 系 ” ”本题 属 于 前 述 五 种 情况 中 的 第 三 
种 ， 故 选取 常 接触 点 〈 即 曲柄 CO 的 端点 C) 为 动 点 ; 动 系 固 连 于 
摇 杆 BA 上 。 

(2) 运动 分 析 

动 点 的 绝对 运动 : 以 O 为 圆心 、CO 为 半径 的 圆周 运动 。 

动 点 的 相对 运动 : 沿 摇 杆 BA 的 直线 运动 。 

动 点 的 牵连 运动 : 绕 定 轴 A 转动 。 

(3) 动 点 的 速度 分 析 

















其 中 ， 有 两 个 要 素 未 知 。 根 据点 的 速度 合成 定理 
v= Vv 
以 己 为 对 和 角 线 作出 速度 平行 四 边 形 如 图 9-6 所 示 。 
(4) 求解 角速度 w。 由 图 示 几 何 关 系 得 


Ve = wwcos 30 一 B61 一 20V3 cm/s 
根据 牵连 速度 的 定义 ， 又 有 
ve 一 opyX2cos 30° 


解 得 摇 杆 AB 的 角速度 
ws = 1 rad/s 





【 例 9-5】 ”如 图 9-4a 所 示 ， 试 求 例 9-3 中 当 CO 与 水 平 线 夹 角 为 9 时， 平底 顶 杆 ABD 的 
速度 。 已 知 吓 轮 偏 心 距 CO = 。。 

解 ，(1) 选择 动 点 与 动 系 ”选取 凸轮 的 轮 心 C 为 动 点 ， 动 系 固 连 于 平底 顶 杆 上 。 

(2) 运动 分 析 

动 点 的 绝对 运动 :以 O 为 圆心 、CO 为 半径 的 圆周 运动 。 

动 点 的 相对 运动 : 水 平 直线 运动 。 

动 点 的 牵连 运动 上 下 直线 平移 。 

(3) 动 点 的 速度 分 析 

速度 
方向 








水 平 向 左 
未 知 
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其 中 ， 有 两 个 要 素 未 知 。 平 底 顶 杆 ABD 的 速度 即 为 牵连 速度 v。 。 根 据点 的 速度 合成 定理 
va = Ve vr 
以 也 为 对 角 线 作出 速度 平行 四 边 形 如 图 9-4b 所 示 。 
(4) 求解 顶 杆 速度 ”由 图 示 几 何 关系 ， 得 平底 项 杆 ABD 的 速度 


ve 一 wmcosg 一 wecosb 





【 例 9-6】 在 图 9-7 所 示 曲 柄 滑 杆 机 构 中 ， 曲 
柄 长 AO 二 r+， 以 等 角速度 w 绕 定 轴 〇 转动 ; 滑 杆 
CDE 上 的 滑 槽 DE 与 水 平 线 成 60" 夹 角 。 试 求 当 曲 
柄 AO 与 水 平 线 的 夹 角 p 分 别 为 " 、30"、60 时 ， 
滑 杆 CDE 的 速度 。 

解 : 〈1) 选择 动 点 与 动 系 ”本题 属于 前 述 五 种 
情况 中 的 第 三 种 ， 故 选取 常 接触 点 〈 即 曲柄 端点 
A) 为 动 点 ; 动 系 固 连 于 滑 杆 CDE 上 。 

(2) 运动 分 析 

动 点 的 绝对 运动 : 以 O 为 圆心 、4O 为 半径 的 圆周 运动 。 

动 点 的 相对 运动 : 沿 滑 模 DE 的 直线 运动 。 

动 点 的 牵连 运动 : 水平 直线 平移 。 

(3) 动 点 的 速度 分 析 











速度 Ua Te Ur 
方向 J AO 水 平 向 左 沿 滑 权 DE 
大 小 wr 未 知 未 知 








其 中 ， 有 两 个 要 素 未 知 。 滑 杆 CDE 的 速度 即 为 牵连 速度 v。。 根 据点 的 速度 合成 定理 
vs = Ve 二 Tv (a) 
以 ww 为 对 角 线 作出 速度 平行 四 边 形 如 图 9-7 所 示 。 
(4) 求解 滑 杆 速度 ”将 式 (a) 两 边 分 别 向 z<、y 轴 投 影 ， 得 到 
msinb 一 — ve vcos60" 


vacosg 一 vsin60" 


由 此 解 得 滑 杆 CDE 的 速度 
Vcosp  . 
tan 60 Sn 
故 有 
2 一 0 时 ， ve 一 rw 
2 一 30" 时 ， ve 二 0 
9 二 60 时， ve 一 -rw 


式 中 的 负 号 表示 此 瞬时 滑 杆 CDE 的 速度 的 方向 与 图 示 方向 相反 。 
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【 例 9-7〗 如 图 9-8 所 示 ， 已 知 水 流 在 水 轮机 工作 轮 
入 口 处 的 绝对 速度 vw 二 15 m/s, 与 铝 垂 线 的 夹 角 4 一 
60°"; 工作 轮 的 外 缘 半 径 尺 一 2m. 转速 n 一 30 r/min。 为 
避免 水 流 与 工作 轮 叶 片 相 冲击 ， 叶 片 应 恰当 地 安装 ， 以 使 
水 流 对 工作 轮 的 相对 速度 与 叶片 相 切 。 试 求 在 工作 轮 外 缘 
处 水 流 相 对 于 工作 轮 的 速度 的 大 小 与 方向 。 

解 : (1) 选择 动 点 与 动 系 ”选取 位 于 工作 轮 外 缘 处 的 
水 滴 M 为 动 点 ， 动 系 固 连 在 工作 轮 上 。 

(2) 运动 分 析 

动 点 的 绝对 运动 : 曲线 运动 。 

动 点 的 相对 运动 : 沿 叶片 表面 的 曲线 运动 。 

动 点 的 牵连 运动 : 绕 定 轴 转 动 。 

(3) 动 点 的 速度 分 析 





| 

















速度 Va ve Dr 
方向 a = 60° | 与 轮 缘 相 切 未 知 
大 小 15 m/s Ve 未 知 
其 中 ， 
w =RB= (2XHE) m/s 一 6.28 m/s 
只 有 待 求 的 相对 速度 vw. 的 大 小 与 方向 两 个 要 素 未 知 。 根 据点 的 速度 合成 定理 


Vv 二 十 (a) 
以 也 为 对 角 线 作出 速度 平行 四 边 形 如 图 9-8 所 示 ， 假 设 相对 速度 vw. 与 铅 垂 线 的 夹 角 为 8。 
(4) 求解 水 流 相对 于 工作 轮 的 速度 w 将 式 〈a) 两 边 分 别 向 zx、y 轴 投 影 ， 得 到 
vs Sing 一 ve — vr sing 
vacosa = — vcosp 
由 此 解 得 相对 速度 wv. 的 方向 角 、 大 小 分 别 为 


tang 一 vsing 从 一 wsina 
vrcosp Va COSa 





0.894， 8 = 二 41°48’ 


_ vcosag 15X cos 60° 
cosg cosd41’48 m/s 一 10.06 m/s 





【 例 9-8】 如 图 9-9a 所 示 ， 绕 定 轴 O 〇 转动 的 圆 盘 O 与 曲柄 AO 上 均 有 一 导 模 ， 两 导 槽 间 
有 一 活动 销 子 M， 圆 盘 导 横 与 转轴 之 间 的 距离 5 二 0. 1 m。 设 在 图 示 位 置 时 ， 圆 盘 与 曲柄 的 
角速度 分 别 为 ww 二 9 rad/s 与 w 二 3 rad/s。 试 求 此 瞬时 活动 销 子 M 的 速度 。 

解 :(1〉 选 择 动 点 与 动 系 ”本题 属于 前 述 五 种 情况 中 的 最 后 一 种 ， 即 有 关联 物 的 多 个 物体 的 
运动 。 可 选取 关联 物 活动 销 子 M 为 动 点 ; 动 系 则 选取 两 个 ， 分 别 固 连 于 圆 盘 O 和 曲柄 AO 上 。 

(2) 运动 分 析 

1) 当 动 系 固 连 于 圆 盘 上 时 
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图 9-9 


动 点 的 绝对 运动 : 平面 曲线 运动 。 

动 点 的 相对 运动 : 沿 圆 盘 上 导 模 CD 的 直线 运动 。 
动 点 的 牵连 运动 : 以 角速度 w 的 绕 定 轴 〇 转动。 
2) 当 动 系 国 连 于 曲柄 AO 上 时 

动 点 的 绝对 运动 : 平面 曲线 运动 。 

动 点 的 相对 运动 : 沿 曲柄 AO 上 导 模 的 直线 运动 。 
动 点 的 牵连 运动 以 角速度 w 的 绕 定 轴 O 〇 转动 。 
(3) 动 点 的 速度 分 析 “” 当 动 系 固 连 于 圆 盘 上 时 ， 


‘Val Vel 十 vn (a) 





当 动 系 固 连 于 曲柄 AO 上 时 ， 
Vaz 一 Vez 十 了 2 (by) 
由 于 式 〈a) 和 式 〈b) 中 均 含 有 三 个 未 知 的 要 素 ， 故 无 法 独立 求解 。 但 由 于 同一 动 点 的 
绝对 速度 与 动 系 的 选择 无 关 ， 即 有 ws 二 vz ， 故 联 立 式 (a)、 式 〈b) 可 得 











va Tv = ve ve (Cc) 
其 中 ， 
速度 vel wal Vez ez 
方向 JMO ”| “ 沿 CD 导 村 LMO ”| 沿 4O 导 本 
大 小 MO a 未 知 MO w, 未 知 


只 有 两 个 要 素 未 知 。 作 出 速度 分 析 图 如 图 9-9b 所 示 。 将 式 〈c) 两 边 分 别 向 we 、we 方 向 投 
影 ， 依 次 得 到 

Ve — U1 COS30" 一 we | 

vr Sin30° = vs 
其 中 ,wa 二 MO ,wi 二 1.04 m/s，ve 二 MO，w, 二 0.35 m/s。 将 其 代 人 上 式 解 得 


Uel Ue2 一 


-1 
coS30? 0.8 m/s, U2 一 


Dvn 0.4 m/s 


Url 一 


从 而 得 活动 销 子 M 的 速度 
va 一 Vv 十 一 0.53 m/s 


第 三 节 ”点 的 加 速度 合成 定理 


一 、 牵 连 运动 为 平移 时 点 的 加 速度 合成 定理 


前 面 所 述 的 点 的 速度 合成 定理 ， 对 于 任何 形式 的 牵连 运动 都 是 适用 的 。 但 
点 的 加 速度 合成 定理 则 比较 复杂 ， 对 于 不 同形 式 的 牵连 运动 会 有 不 同 的 形式 。 
当 牵 连 运动 为 平移 时 ， 可 以 证 明 : 在 任 一 瞬时 ， 动 点 的 绝对 加 速度 等 于 其 
牵连 加 速度 和 相对 加 速度 的 矢量 和 ， 即 
0。 一 Qu。 十 Q， (9-2) 
这 就 是 牵连 运动 为 平移 时 点 的 加 速度 合成 定理 。 
若 动 点 的 绝对 运动 与 相对 运动 为 曲线 运动 、 牵 连 运 动 为 曲线 平移 ， 则 可 将 
式 〈9-2) 中 的 各 个 加 速度 分 别 沿 其 法 向 和 切 向 分 解 ， 即 将 式 〈9-2) 改写 为 
全 十 对 = 到 十 对 十 人 2 十 qi (9-3) 
以 方便 计算 。 
【 例 9-9】 ”如 图 9-10a 所 示 ， 半 圆 形 凸 轮 沿 水 平面 向 右 作 减速 运动 。 已 知 凸 轮 半 径 为 R， 
图 示 瞬 时 的 速度 和 加 速度 分 别 为 v 和 a。 试 求 此 时 顶 杆 AB 的 加 速度 。 








图 9-10 


解 :(1〉 选 择 动 点 与 动 系 ”选取 常 接触 点 ， 顶 杆 AB 上 的 端点 A 为 动 点 ， 动 系 固 连 于 凸 
轮 上 。 

(2) 运动 分 析 

动 点 的 绝对 运动 : 沿 铅 垂 方向 的 直线 运动 。 

动 点 的 相对 运动 : 沿 凸 轮 轮 廓 的 圆周 运动 。 

动 点 的 牵连 运动 : 凸轮 的 水 平 直 线 平移 。 

(3) 动 点 的 加 速度 分 析 ”根据 牵连 运动 为 平移 时 点 的 加 速度 合成 定理 ， 有 

a 一 qe 十 中 十 df (a) 

其 中 ， 
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加 速度 
方向 





ae 


水 平 向 左 


a 
沿 4O 指 向 O 
wR/R 


at 


垂直 于 AO 

















由 于 相对 速度 wv 可 由 点 的 速度 合成 定理 求 得 〈 见 图 9-10a) ， 即 


一 Ye oo vv 





sing sing 
这 样 ， 只 有 a。 和 a: 的 大 小 两 个 要 素 未 知 。 作 出 加 速度 分 析 图 如 图 9-10b 所 示 。 
(4) 计算 顶 杆 AB 的 加 速度 ”将 式 (a) 两 边 向 AO 方 向 投影 ， 有 
aasinp 一 ae cosp 十 da 

从 而 解 得 动 点 的 绝对 加 速度 
-av 

tanp Rsinip 
由 于 顶 杆 AB 作 平 黎 ， 所 以 动 点 A 的 绝对 加 速度 a。 即 为 顶 杆 AB 的 加 速度 。 





Ua 


【 例 9-10】 平面 机 构 如 图 9-11a 所 示 ， 已 知 曲柄 AO 长 为 -， 以 等 角速度 wm 绕 定 轴 O 〇 转 
动 ; 铵 接 在 曲柄 A 端的 套 简 可 沿 杆 BC 滑动 ;BD 二 CE 二 i、BC 一 DE。 试 求 在 图 示 位 置 ， 
杆 BD 的 角速度 和 角 加 速度 。 





图 9-11 


解 ; (1) 选择 动 点 与 动 系 ”选取 常 接触 点 ， 曲 柄 AO 上 的 端点 A 为 动 点 ， 动 系 固 连 于 杆 
BC 上 。 


(2) 运动 分 析 
动 点 的 绝对 运动 : 以 点 O 为 圆心 、AO 为 半径 的 圆周 运动 。 
动 点 的 相对 运动 : 沿 杆 BC 的 水 平 直线 运动 。 
动 点 的 牵连 运动 : 杆 BC 的 曲线 平移 。 
(3) 动 点 的 速度 分 析 ”根据 点 的 速度 合成 定理 ， 有 
Va 一 We 二 (a) 
作出 动 点 的 速度 平行 四 边 形 如 图 9-11a 所 示 ， 其 中 ， 动 点 的 绝对 速度 v。 一 wor。 
由 图 示 几 何 关 系 ， 易 得 牵连 速度 


Ue 一 人 二 Tom 
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由 于 杆 BC 作 井 线 平移 ， 动 点 的 牵连 速度 就 等 于 点 日 的 速度 wo ， 故 得 杆 BD 的 角速度 


CB Ye 7 


“~ BD 1 1 
(4) 动 点 的 加 速度 分 析 根据 牵连 运动 为 平移 时 点 的 加 速度 合成 定理 ， 有 
ta: = a tata, (b) 


作出 动 点 的 加 速度 分 析 图 如 图 9-11b 所 示 ， 其 中 ， 


a =rw, al=0, a=ag = lw = 
将 式 〈b) 两边 向 y 轴 投 影 ， 有 
aasin 30" 一 —arcos 60° atcos 30° Cc) 


将 已 知 量 代 入 上 式 ， 解 得 
a = Vr) 
° 3 “。 


由 于 杆 BC 作曲 线 平移 ， 动 点 的 牵连 切 向 加 速度 a: 就 等 于 点 B 的 切 向 加 速度 ab， 故 得 杆 
BD 的 角 加 速度 








2 ab at V3r(+r) ， 
BD 1 3 ~ 
二 、 牵 连 运 动 为 转动 时 点 的 加 速度 合成 定理 
当 牵 连 运动 为 转动 时 ， 由 于 牵连 运动 与 相对 运动 的 相互 影响 ， 会 另外 产生 
一 种 附加 的 加 速度 ， 该 附加 的 加 速度 称 为 科 里 奥 利 加 速度 ， 简 称 科 氏 加 速度 ， 
记 作 ac。 此 时 ， 动 点 的 绝对 加 速度 
qs = Geo 十 G: 十 ac (9-4) 
即 在 任 一 瞬时 ， 动 点 的 绝对 加 速度 等 于 其 率 连 加 速度 、 相 对 加 速度 和 科 氏 加 速 
度 的 矢量 和 。 这 就 是 牵连 运动 为 转动 时 点 的 加 速度 合成 定理 。 
在 动 点 的 绝对 运动 与 相对 运动 为 曲线 运动 、 牵 连 运 动 为 曲线 平移 的 情况 下 ， 
可 将 式 (9-4) 改写 为 
加 十 太一 aita:ta?’ taitac (9-5) 
可 以 证 明 ， 在 普遍 情况 下 ， 科 氏 加 速度 ac 等 于 动 系 的 角速度 矢 w, 与 动 点 的 
相对 速度 矢 的 矢 积 的 两 倍 ， 即 
dc 一 2@e Xv (9-6) 
对 于 平面 问题 ， 动 系 的 角速度 矢 ow 与 动 点 的 相对 速度 矢 wvw. 始终 垂直 ， 故 根 
据 矢 积 运算 规则 可 知 ， 科 氏 加 速度 的 大 小 
ac 一 2coetr (9-7) 
将 按照 we。 的 转向 转动 90" 即 为 科 氏 加 速度 的 方向 。 
当 牵 连 运动 为 平移 时 ， 动 系 的 角速度 矢 w 一 0， 故 科 氏 加 速度 ac 二 0， 此 
时 式 (9-4)、 式 (9-5) 即 分 别 成 为 式 (9-2)、 式 (9-3)。 
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【 例 9-11〗 如 图 9-12a 所 示 ， 滑 杆 AB 以 等 速 4 向 上 运动 ， 通 过 滑 块 带动 摆 杆 DO 绕 定 
轴 〇 转动 。 已 知 轴 0 与 滑 杆 AB 间 的 水 平 距 离 为 /， 摆 杆 DO 的 长 度 为 5。， 且 开始 时 p 二 0。 
试 求 当 p = x/4 时 摆 杆 DO 端点 DD 的 速度 和 加 速度 。 





图 9-12 


解 :〈1) 选择 动 点 与 动 系 ” 选 取 常 接触 点 ， 滑 杆 AB 上 的 A 点 为 动 点 ， 动 系 固 连 于 摆 杆 
DO 上 。 

(2) 运动 分 析 

绝对 运动 : 铅 垂 方向 的 直线 运动 。 

相对 运动 : 沿 摆 杆 DO 的 直线 运动 。 

牵连 运动 : 绕 定 轴 O 〇 转动。 








《3) 速度 分 析 
速度 ve ve vr 
方向 铅 垂 向 上 | 垂直 于 摆 杆 DO 沿 摆 杆 DO 
大 小 a 未 知 未 知 


只 有 两 个 要 素 未 知 。 根 据点 的 速度 合成 定理 ， 作 出 速度 平行 四 边 形 如 图 9-12a 所 示 。 由 几何 
关系 可 得 


V2 


Ve 一 Vacos 45° = 2,, vr 二 Wsin45" 二 闻 


Du 
于 是 ， 得 摆 杆 DO 的 角速度 
V2 
VU 2 u 


“TA0 ya 2i 





转向 为 逆 时 针 。 
所 以 ， 摆 杆 DO 端点 DD 的 速度 的 大 小 为 
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vp = bw = 名 
方向 垂直 于 DO， 指 向 与 w 转向 一 致 。 
《4) 加 速度 分 析 
加 速度 Ca at Aan 
方向 铅 重 方向 “| 垂直 于 4O | 沿 AO 指 向 O | 港 殷 杆 DO | 垂直 于 AO 
大 小 0 未 知 已 知 


其 中 ,牵连 法 向 加 速度 











。 u\: _ V2 
二 OA:w 二 YUX( 荔 ) 一 学 
科 氏 加 速度 
ac = 2wv. 二 2XB x 妇 V2 


2 2 27 


只 有 两 个 要 素 未 知 。 作 出 动 点 的 加 速度 分 析 图 如 图 9-12b 所 示 。 根 据 牵 连 运动 为 转动 时 点 的 


加 速度 合成 定理 ， 有 
qs 一 GQ 十 a 二 a 十 ac 
将 式 (a) 两 边 同时 向 垂直 于 a 的 7 轴 投 影 ， 有 
0 = ai 十 ac 
解 得 牵连 切 向 加 速度 





于 是 得 摆 杆 DO 的 角 加 速度 











AO 万 2F 
负 号 说 明 其 转向 与 图 9-12 所 设 转向 相反 ， 应 为 顺 时 针 。 
所 以 ， 摆 杆 DO 端点 DD 的 加 速度 为 











br n bu 
ap ba 2 ap = bar = 
2 
an 一 V Cpr Top 一 


(a) 


【 例 9-12】 如 图 9-13a 所 示 ， 凸 轮 以 等 角速度 w 绕 定 轴 O 转动 ， 带 动 顶 杆 AB 沿 铅 直 滑 
柳 上 下 平 黎 ， 其 中 O、A、B 共 线 。 凸轮 上 与 AB 杆 A 点 的 接触 点 记 作 A'。 在 图 示 瞬 时 , 已 
知 凸轮 轮 廊 线 上 A 点 的 曲率 半径 为 p， 法 线 与 AO 夹 角 为 6，AO 一 1。 试 求 该 瞬时 顶 杆 AB 的 


速度 和 加 速度 。 


解 : (1) 选择 动 点 与 动 系 ” 选 取 常 接触 点 ， 顶 杆 AB 上 的 端点 A 为 动 点 ， 动 系 固 连 于 凸 


轮 上 。 
(2) 运动 分 析 
动 点 的 绝对 运动 ， 沿 铅 直方 向 的 直线 运动 。 


EY] 





a) b) 
图 9-13 


动 点 的 相对 运动 ， 沿 凸轮 轮廓 线 的 曲线 运动 。 
动 点 的 牵连 运动 : 绕 定 轴 O 转动 。 
(3) 动 点 的 速度 分 析 根据 点 的 速度 合成 定理 ， 有 
DV = Ve 十 VD. (a) 
作出 动 点 的 速度 平行 四 边 形 如 图 9-13a 所 示 ， 其 中 ， 动 点 的 牵连 速度 w 一 wl。 
由 图 示 几 何 关系 ,得 其 绝对 速度 、 相 对 速度 分 别 为 


VU 
vs = vetanb = wltang, wv 一 一 


cos0 cos 
由 于 顶 杆 AB 作 直 线 平 移 ， 所 以 ， 动 点 的 绝对 速度 w 即 为 顶 杆 AB 的 速度 。 
(4) 动 点 的 加 速度 分 析 ”根据 牵连 运动 为 转动 时 点 的 加 速度 合成 定理 ， 有 
aa 二 十 a 十 q? 十 a!t 十 ac (b) 
作出 动 点 的 加 速度 分 析 图 如 图 9-13b 所 示 ， 其 中 ， 
a 二 lw a:=0, = 一 = 2 
将 式 〈b) 两 边 同 时 向 垂直 于 4 的 » 轴 投影 有 


ascosb = 一 atcosb 一 邓 十 ac 








将 已 知 量 代 人 上 式 ， 解 得 








2 | Z 2 
4 本 必 1 p coss0 cep) 


由 于 顶 杆 AB 作 直线 平移 ， 所 以 ， 动 点 的 绝对 加 速度 a, 即 为 项 杆 AB 的 加 速度 。 


【 例 9-13】 如 图 9-14a 所 示 , 已 知 杆 AO 以 等 角速度 m。 = 2 rad/s 绕 定 轴 OO 转动， 半径 
7 二 2 cm 的 小 轮 沿 杆 AO 作 无 滑动 的 滚动 ， 轮 心 O 相对 于 杆 AO 的 运动 规律 为 6 二 42 ( 式 
中 , 5 以 cm 计 , 1 以 s 计 )。 当 4 二 1s 时 ， 杆 AO 与 铅 垂 线 的 夹 角 g 二 60"， 试 求 该 瞬时 轮 心 
QO 的 绝对 速度 和 绝对 加 速度 。 

解 :;《1) 选择 动 点 和 动 系 ” 选 取 轮 心 O 为 动 点 ， 动 系 固 连 于 杆 AO 上 。 
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(2) 运动 分 析 

绝对 运动 : 未 知 曲线 运动 。 

相对 运动 : 沿 AO 方 向 的 直线 运动 (相对 轨迹 为 平行 于 AO 的 直线 ) 。 

牵连 运动 : 绕 定 轴 0 转动 。 

(3) 动 点 的 速度 分 析 根据 点 的 速度 合成 定理 ， 有 

Vs = Ve vw (a) 
作出 动 点 QO 的 速度 平行 四 边 形 如 图 9-14b 所 示 ， 其 中 ， 当 上 二 1 ss 时， 牵连 速度 和 相对 速度 
分 别 为 
由 一 OO = VETrF ow, = 8.94cm/s, v= b= 8cm/s 
故 由 余弦 定理 得 ， 该 瞬时 轮 心 Oi 的 绝对 速度 
人 一 V2 十 大 一 2vvicosy 


63. 4 。 将 数据 代入 上 式 ， 求 得 该 瞬时 轮 心 Qi 的 绝对 














式 中 ，y 二 90" 一 0 二 90 "一 arctan 
速度 为 
va 一 8.94 cmys 
(4) 动 点 的 加 速度 分 析 “根据 牵连 运动 为 转动 的 加 速度 合成 定理 ， 有 
ta = Ge 十 ar 十 ac (b) 
作出 动 点 O 的 加 速度 分 析 图 如 图 9-14c 所 示 ， 其 中 ， 牵 连 加 速度 、 相 对 加 速度 与 科 氏 加 速度 
的 大 小 分 别 为 
ae a=OO*w =17.9cm/s, ar =b=8cm/s, ac 一 2wo vr = 32 cm/s? 
将 式 《b) 分 别 向 直角 坐标 轴 7 上 投影 ， 得 


ai 一 4 一 aecosg 一 一 8 cm/s’ 
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eon 


aa —= ac—aesing = 24 cm/s’ 


所 以 ， 该 瞬时 轮 心 O 的 绝对 加 速度 
a 一 Vastat — 25.3 cm/s’ 


复习 思考 题 


9-1 何谓 定 系 ? 何谓 动 系 ? 

9-2 举例 说 明 什 么 是 动 点 的 绝对 运动 、 相 对 运动 和 牵连 运动 。 

9-3 ”什么 是 动 点 的 绝对 速度 、 相 对 速度 和 牵连 速度 ? 

9-4 牵连 点 和 动 点 有 何不 同 ? 

9-5 动 点 的 牵连 运动 是 指 动 系 相 对 于 定 系 的 运动 。 因 此 ， 是 否 能 说 动 点 的 牵连 速度 、 牵 
连 加 速度 就 是 动 系 的 速度 、 加 速度 ? 

9-6 不 论 牵连 运动 为 何 种 运动 ， 点 的 速度 合成 定理 vw, 二 we 十 w 皆 成立 。 该 命题 正确 
与 否 ? 

9-7 在 思考 题 9-7 图 所 示 运 动机 构 中 ， 动 点 与 动 系 应 如 何 选择 ?速度 应 如 何 分 析 ? 





a) b) 
思考 题 9-7 图 


9-8 思考 题 9-8 图 中 的 速度 平行 四 边 形 有 无 错误 ?如果 有 错 ， 试 改正 错误 。 








a) b) 
思考 题 9-8 图 
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9-9 ”如 何 确定 动 点 的 科 氏 加 速度 ? 
9-10 在 什么 情况 下 ， 科 氏 加 速度 为 零 ? 


习 题 
9-1 在 习题 9-1 图 所 示 各 机 构 中 ， 试 适当 选择 动 点 与 动 系 ， 分 析 三 种 运动 ， 并 绘制 速度 
分 析 图 。 











习题 9-1 图 


9-2 如 习题 9-2 图 所 示 ， 汽 车 以 速度 ww 沿 水 
平 直线 道路 行驶 ， 雨 滴 以 速度 w 铅 直下 落 。 试 求 
雨滴 相对 于 汽车 的 速度 。 

9-3 习题 9-3 图 所 示 曲 柄 滑 杆 机 构 ，T 字形 
杆 的 BC 部 分 处 于 水 平 位 置 ，DE 部 分 处 于 铅 直 位 
置 并 放 在 套 简 A 中 。 已 知 曲柄 AO 以 等 角速度 
w 一 20 rad/s 线 定 轴 〇 转动 ，AO 二 二 10 cm。 
试 求 当 曲柄 AO 与 水 平 线 的 夹 角 多 = 0 、30 、60 、90 时, 工 字形 杆 的 速度 。 

9-4 ”如 习题 9-4 图 所 示 ， 曲 柄 AO 以 等 角速度 w 绕 定 轴 O 转动 ， 其 上 套 有 小 环 M， 而 小 
环 M 又 在 固定 的 大 圆 环 上 运动 ， 大 圆 环 的 半径 为 R。 已 知 曲柄 AO 与 水 平 线 夹 角 p 二 wt (Co 
为 常数 )， 试 求 小 环 M 的 速度 和 小 环 M 相对 于 曲柄 AO 的 速度 。 








L168 理论 力学 第 2 版 





习题 9-3 图 习题 9-4 图 


9-5 如 习题 9-5 图 所 示 ， 半 径 为 尺 、 偏 心 距 为 e 的 凸轮 ， 以 等 角速度 w 绕 定 轴 @ 〇 转动 ， 
并 使 滑 槽 内 的 直 杆 AB 上 下 移动 。 已 知人 A、B、O 在 同一 铅 垂 线 上 ， 在 图 示 瞬 时 轮 心 C 与 轴 O 〇 
在 一 条 水 平 线 上 。 试 求 该 瞬时 杆 AB 的 速度 。 

9-6 ”如 习题 9-6 图 所 示 ， 直 角 折 杆 BCD 推动 长 为 1 的 直 杆 AO 绕 定 轴 O 转动 。 已 知 折 
杆 BCD 的 速度 为 w，BC 段 长 为 5。 试 求 杆 AO 的 端点 A 的 速度 表示 为 点 O 至 折 杆 的 距离 
的 函数 ) 。 





习题 9-5 图 习题 9-6 图 


9-?7 ”试用 点 的 速度 合成 定理 求解 习题 8-3, 求 当 9p 一 30” 
时 导 杆 BC 的 速度 。 

9-8 ”试用 点 的 速度 合成 定理 求解 习题 8-5, 求 当 yp 一 x/4 
时 ， 摇 杆 CO 的 角速度 。 

9-9 在 习题 9-9 图 所 示 机 构 中 ， 已 知 QQ 一 ! 一 200 mm 
曲柄 BO, 的 角速度 ww = 3 rad/s。 试 求 图 示 瞬 时 摇 杆 AO。 的 角 
速度 w。 

9-10 如 习题 9-10 图 所 示 ， 杆 BC 以 等 速 v 沿 水 平 导 槽 运 
动 ， 通 过 套 简 C 带动 杆 AO 绕 定 轴 O 转动 。 试 求 图 示 肯 时 杆 习题 9-9 图 
AO 的 角速度 。 

9-11 习题 9-11 图 所 示 平 面 机 构 中 ，AO = BO = 100 mm， OO; = AB， 杆 AO, 以 
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等 角速度 w = 2 rad/s 绕 定 轴 O, 转动 。 杆 AB 上 有 一 套 简 C， 此 套 简 又 与 杆 CD 贸 接 ， 杆 CD 


可 沿 铝 直 滑 模 上 下 移动 。 试 求 当 gp 一 60" 时 ， 杆 CD 的 速度 。 





习题 9-10 图 








习题 9-11 图 


9-12 习题 9-12 图 为 一 曲柄 滑 块 机 构 ， 在 滑 块 上 有 一 贺 弧 槽 , 已 知 AO 二 4cm; 当 9p 一 
30" 时 ， 曲 柄 AO 的 中 心 线 与 圆 弧 模 的 中 心 弧 线 在 A 点 相 切 ; 此 时 滑 块 以 速度 一 0.4 m/s 向 


左 运动 。 试 求 在 该 瞬时 曲柄 AO 的 角速度 w。 


9-13 ”如 习题 9-13 图 所 示 ， 当 杆 CO 转动 时 ， 通 过 杆 CO 上 的 销 子 A 带动 模板 EDB 绕 
轴 B 摆动 。 在 图 示 瞬 时 ， 杆 CO 的 角速度 。 = 2 rad/s，4B CO, 工 一 15 cm, 9 一 45"。 试 


求 该 瞬时 模板 EDB 的 角速度 。 








习题 9-12 图 


9-14 如 习题 9-14 图 所 示 ， 摇 杆 CO 通过 固 连 在 齿 条 AB 
上 的 销 子 K 带动 齿 条 上 下 移动 、 齿 条 又 带动 半径 为 10 cm 的 齿 
轮 绕 轴 O 转动 。 已 知 在 图 示 位 置 时 ， 摇 杆 CO 的 角速度 mw = 
0. 5 rad/s， 试 求 此 时 齿轮 的 角速度 。 

9-15 如 习题 9-15 图 所 示 ， 半 径 为 R 的 圆 轮 DD 以 等 角 速 
度 w 绕 轮 缘 上 的 定 轴 O 〇 转动 ， 杆 AO 绕 定 轴 O 〇 转动 并 与 圆 轮 
始终 接触 。 试 求 图 示 瞬 时 杆 AO 的 角速度 。 

9-16 习题 9-16 图 所 示 机 构 中 ， 转 臂 BAO 以 等 角速度 mw 
绕 定 轴 O 转动 ， 转 臂 中 有 垂直 于 4O 的 滑 道 B4， 杆 DE 可 在 
滑 道 中 滑动 。 在 图 示 瞬 时 ， 杆 DE 垂直 于 地 面 ， 试 求 此 时 DE 
杆 的 端点 D 的 速度 。 























习题 9-14 图 
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习题 9-15 图 习题 9-16 图 


9-17 ”牛头 刨床 机 构 如 习题 9-17 图 所 示 。 已 知 曲柄 AO, 长 200 mm， 角 速度 ww 一 2 rad/s。 
试 求 图 示 位 置 滑 枕 CD 的 速度 。 

9-18 习题 9-18 图 所 示 机 构 中 ， 杆 ED 以 等 速 v 治 铅 直 滑 道 向 下 运动 。 在 图 示 瞬 时 ， 杆 
CO 铅 垂 ，COVED，A4B = BD = 2r。 试 求 此 时 杆 CO 的 角速度 。 








习题 9-17 图 习题 9-18 图 


9-19 如 习题 9-19 图 所 示 ， 曲 柄 AO 长 0.4 m， 以 等 角速度 w 一 
0.5 rad/s 绕 定 轴 O 逆 时 针 转 动 ， 推 动 滑 杆 BCD 沿 铝 直 滑 槽 运动 。 试 
求 当 曲柄 AO 与 水 平 线 间 的 夹 角 9 = 30" 时 ， 滑 杆 BCD 的 速度 和 加 
9-20 如 习题 9-20 图 所 示 ， 曲 柄 AO 以 等 角速度 w 绕 定 轴 OO 转 
动 ， 通 过 滑 块 A 带动 工 字 形 杆 BCD 沿 水 平滑 模 作 往复 运动 ， 滑 块 在 
工 字 形 杆 的 铅 直 槽 内 滑动 。 已 知 4AO = >， 曲 柄 AO 与 水 平 线 间 夹 角 
2 二 wt， 试 求 字形 杆 BCD 的 速度 与 加 速度 。 

9-21 习题 9-21 图 所 示 平 面 机 构 中 , 已 知 DA = EB = 
DAAHEB，OF 垂直 于 CE， 当 9? 二 60" 时 ，EB 杆 的 角速度 为 w、 角 加 速 
度 为 a。 试 求 该 瞬时 OF 杆 的 速度 与 加 速度 。 习题 9-19 图 








Dp 7 
习题 9-20 图 习题 9-21 图 


9-22 ”如 习题 9-22 图 所 示 ， 直 角 折 杆 BAO 绕 定 轴 O 匀速 转动 ， 使 套 在 其 上 的 小 环 M 沿 
固定 水 平 直 杆 OC 滑动 。 已 知 折 杆 BAO 的 角速度 w = 0.5 rad/s，AO = 100 mm， 试 求 当 
9 二 60" 时， 小 环 M 的 速度 和 加 速度 。 

9-23 ”如 习题 9-23 图 所 示 ， 小 车 以 等 加 速度 a。 一 49. 2 cm /s: 水 平 向 右 运 动 ， 车 上 有 一 
半径 7 二 20 cm 的 锅 轮 绕 轴 O 按 规律 p 二 《其 中 ,yp 以 rad 计 、t 以 s 计 ) 转动 。 当 上 一 1s 
时 ， 轮 缘 上 点 A 的 位 置 如 图 所 示 ， 试 求 此 时 点 A 的 绝对 加 速度 。 








习题 9-22 图 习题 9-23 图 


9-24 ”如 习题 9-24 图 所 示 ， 小 环 M 治 杆 4O 运动 ， 杆 4O 绕 定 轴 O 转动 。 已 知 小 环 M 
的 运动 方程 为 x 一 10V3t、y 一 10V3E (其 中 ,， x、y 以 mm 计 、 上 以 s 计 )。 试 求 当 上 一 1s 
时 ， 杆 AO 的 角速度 与 角 加 速度 。 


y 





二 





习题 9-24 图 
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9-25 如 习题 9-25 图 所 示 ， 半 径 为 > 的 圆 环 以 等 角速度 w 绕 定 轴 O 转动 ,一 小 球 MM 以 
相对 速度 o 在 圆 环 内 作 匀 速 运动 。 当 小 球 运动 到 图 示 1、2 位 置 时 ， 试 求 其 绝对 加 速度 。 


VU 











习题 9-25 图 


9-26 ”如 习题 9-26 图 所 示 ， 圆 盘 按 规律 p 一 1. 5 (其 中 ，g 以 rad 计 、t 以 s 计 ) 绕 定 
轴 O 〇 转动 ， 盘 上 动 点 M 按 规律 上 三 1 十 (其 中 ,5 以 cm 计 、 以 s 计 ) 沿 半径 运动 。 试 求 
当 上 一 1s 时 ， 动 点 M 的 绝对 速度 与 绝对 加 速度 。 





习题 9-26 图 


第 十 章 
刚体 的 平面 运动 


第 八 章 讨论 了 刚体 的 两 种 基本 运动 ， 平移 和 绕 定 轴 转 动 。 本 章 将 研究 刚体 
的 男 一 种 常见 运动 ， 平 面 运动 。 





第 一 节 ”刚体 平面 运动 的 基本 概念 


一 、 平 面 运 动 的 定义 

在 工程 机 械 中 ， 有 很 多 运动 构件 ， 它 们 的 运动 既 不 是 平移 ， 也 不 是 绕 定 轴 
转动 。 例 如 ， 自 行车 车 轮 沿 直线 轨道 的 滚动 ， 如 图 10-1a 所 示 ; 曲柄 连 杆 机 构 中 
连 杆 AB 的 运动 ， 如 图 10-1lb 所 示 ; 气 氏 活塞 机 构 中 活 寒 杆 AB 的 运动 ， 如 图 
10-1c 所 示 ; 行星 齿轮 机 构 中 动 齿轮 A 的 运动 ， 如 图 10-1d 所 示 。 不 难看 出 ， 它 
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们 都 有 一 个 共同 的 特点 ， 即 在 运动 过 程 中 ， 刚 体 上 任意 一 点 到 某 一 固定 平面 的 
距离 始终 保持 不 变 ， 这 种 运动 称 为 刚体 的 平面 运动 。 
二 、 平 面 运动 的 简化 
平面 运动 刚体 如 图 10-2 所 示 ， 其 上 任意 一 点 至 周 定 平面 工 的 距离 保持 不 变 。 
作 一 个 与 固定 平面 平行 的 平面 了 ， 与 刚体 相交 得 截面 4, 
Ss, 该 截面 称 为 平面 运动 刚体 的 平面 图 形 。 刚 体 运动 
时 ,平面 图 形 S 始终 在 平面 卫 内 运动 ， 刚 体内 与 S 重 
直 的 任 一 直线 段 A1A, 都 作 平移 。 直 线段 A 4; 与 平面 / 
图 形 S 相交 于 点 A， 因 此 ，AiA。 上 所 有 点 的 运动 与 A 2 / 
代表 了 刚体 内 过 相应 点 且 季 直 于 该 平面 的 直线 段 的 运 N47 
动 ， 平面 图 形 S 的 运动 也 就 代表 了 整个 刚体 的 运动 。 因 
此 ， 刚 体 的 平面 运动 可 以 简化 为 平面 图 形 S 在 其 自身 平 
面 内 的 运动 。 图 102 
三 、 平 面 图 形 的 运动 方程 
全 可 由 其 上 任意 线段 AM 的 位 置 来 确定 ， 而 线段 
AM 的 位 置 则 可 由 线段 上 任 一 点 A 的 坐标 (za yn) 
和 线段 与 x 轴 间 的 夹 角 来 确定 。 当 平面 图 形 S 
在 其 自身 平面 内 运动 时 ， 坐 标 za、ya 以 及 转角 
均 是 时 间 1 的 单 值 连续 函数 ， 即 有 











点 的 运动 完全 相同 。 从 而 ， 平 面 图 形 S 上 各 点 的 运动 就 
如 图 10-3 所 示 ， 平 面 图 形 在 平面 内 的 位 置 完 六 

















XA = fi(t) 0 
m=) (10-1 ) 图 103 
2p = fs0) 
上 式 称 为 平面 图 形 的 运动 方程 ， 也 就 是 平面 运动 刚体 的 运动 方程 。 

四 、 平 面 运动 的 分 解 

在 式 (10-1) 中 ， 若 转角 go 为 常量 ,刚体 将 随同 A 点 作 平 移 ; 若 点 A 的 坐 
标 za、y 不 变 ， 则 刚体 将 绕 过 A 点 且 乖 直 于 图 形 的 定 轴 转动 。 这 表明 ， 较 复杂 
的 平面 运动 可 以 视 为 较 简 单 的 平移 和 转动 的 合成 。 

为 了 实现 平面 运动 的 分 解 ， 可 以 在 平面 图 形 上 任 取 一 点 A， 称 为 基点 ， 并 
以 基点 A 为 坐标 原点 ， 建 立 一 平移 动 参考 系 Ax y ， 当 平面 图 形 运动 时 ， 动 系 
Ax'y 随同 基点 A 一 起 平移 ， 如 图 10-3 所 示 。 这 样 ， 平 面 图 形 的 运动 就 分 解 为 
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随同 基点 的 平移 和 绕 基 点 的 转动 。 按 照 第 九 章 合成 运动 的 观点 解释 ， 随 基点 的 
平移 是 牵连 运动 ， 绕 基点 的 转动 是 相对 运动 。 

在 上 述 讨论 中 ， 基 点 的 选择 完全 是 任 
意 的 ， 平面 图 形 内 的 任意 一 点 都 可 选 作 基 
点 。 当 然 ， 基 点 不 同 ,平面 图 形 随 基 点 平 
移 的 速度 和 加 速度 也 就 不 同 。 如 图 10-4 
所 示 ， 平面 图 形 由 位 置 运动 到 位 置 I[ 
(可 分 别 用 图 形 内 的 线段 AB 和 A'B' 代 
表 )， 若 以 点 A 为 基点 , 平移 的 位 移 为 图 104 
Ara; 若 以 点 卫 为 基点 ， 平 移 的 位 移 则 为 
Ars， 显 然 Ara 隆 Ars。 基 点 不 同 ， 平移 的 位 移 不 同 ， 平移 的 速度 和 加 速度 自然 
也 不 相同 。 但 由 图 10-4 可 见 ， 对 于 绕 不 同 基点 转 过 的 角 位 移 Ap 与 Ap 的 大 小 和 
转向 却 完全 相同 。 这 表明 : 在 同一 瞬时 ,平面 图 形 绕 任意 基点 转动 的 角速度 、 
角 加 速度 都 相同 。 即 无 论 对 于 哪个 基点 , 平面 图 形 绕 基点 转动 的 角速度 、 角 加 
速度 都 是 一 样 的 ， 故 今后 直接 称 为 平面 图 形 的 角速度 、 角 加 速度 。 

综 上 所 述 ， 平 面 运动 可 分 解 为 随同 基点 的 平移 和 绕 基 点 的 转动 。 其 中 ， 随 
基点 平移 的 速度 、 加 速度 与 基点 的 选择 有 关 ， 而 绕 基 点 转动 的 角速度 和 和 角 加 速 
度 则 与 基点 的 选择 无 关 。 








第 二 节 ”平面 图 形 上 点 的 速度 分 析 


一 、 速 度 合成 法 (基点 法 ) 

平面 图 形 的 运动 可 以 看 成 是 随同 基点 的 平移 (牵连 运动 ) 与 绕 基 点 的 转动 
(相对 运动 ) 的 合成 ， 因此， 可 以 运用 点 的 速度 合成 定 
理 来 分 析 平 面 图形 上 点 的 速度 。 

如 图 10-5 所 示 ， 假 设 某 瞬时 平面 图 形 上 点 A 的 速 
度 为 pos， 平面图 形 的 角速度 为 w。 取 点 A 为 基点 ， 建 
立 平 移动 参考 系 Az' y 。 于 是 ， 图 形 上 任 一 点 B 的 这 
连 速度 "。 = w， 相对 速度 v, 二 vps ， 这 里 的 va 代表 点 
B 随 平 面 图 形 绕 基点 A 转动 的 速度 ， 其 大 小 等 于 点 B 
至 基点 A 的 距离 BA 与 图 形 角速度 w 的 乘积 ， 即 

va = BA*w (10-2 ) 
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方向 垂直 于 BA 连 线 而 指向 图 形 转动 方向 。 故 由 点 的 速度 合成 定理 ， 得 平面 图 形 
上 任 一 点 B 的 速度 
vB 一 vA 十 VpA (10-3 ) 

即 平面 图 形 上 任 一 点 的 速度 等 于 基点 的 速度 和 该 点 随 图 形 绕 基点 转动 速度 的 矢 
量 和 。 这 种 分 析 平 面 图 形 上 点 的 速度 的 方法 称 为 速度 合成 法 ， 也 称 为 基点 法 。 

式 (10-3) 中 包含 了 三 个 速度 矢量 的 大 小 和 方向 总 计 六 个 要 素 ， 要 使 问题 可 
解 ， 一 般 需 要 已 知 其 中 的 四 个 要 素 。 由 于 va 的 方向 总 是 已 知 的 (垂直 于 BA 连 
线 )， 故 只 需 再 知道 其 他 三 个 要 素 ， 即 可 解 得 剩余 的 两 个 要 素 。 


二 、 速 度 投影 法 


将 式 〈10-3) 两 边 同 时 向 BA 连 线 所 确定 的 轴 上 投影 ， 并 注意 到 wm 的 方向 

总 是 垂直 于 BA 连 线 ， 如 图 10-5 所 示 ， 即 得 
[zsjam = Lvwa Jaa (10-4 ) 
式 中 ，[vws jaa、Lwa ja 分 别 表示 vs、wva 在 BA 连 线 上 的 投影 。 若 以 G6 、04 分 别 
代表 速度 vs 、va 与 BA 连 线 间 的 夹 角 ， 上 式 亦 可 改写 为 
vBCOSOp 一 vacosOa (10-5 ) 

即 平面 图 形 上 任意 两 点 的 速度 在 这 两 点 连 线 上 的 投影 相等 。 这 称 为 速度 投影 定 
理 。 利 用 速度 投影 定理 求 平 面 图 形 上 任 一 点 速度 的 方法 称 为 速度 投影 法 。 

速度 投影 定理 实际 上 反映 了 刚体 的 基本 特性 ， 即 刚体 上 任意 两 点 间 的 距离 
保持 不 变 。 因 此 ， 它 也 适用 于 刚体 的 一 般 运动 。 运 用 速度 投影 法 求解 平面 图 形 
上 点 的 速度 ， 有 时 是 很 方便 的 。 但 由 于 其 中 没有 涉及 转动 速度 ， 故 此 定理 不 能 
直接 用 于 求解 平面 图 形 的 角速度 。 

还 需 指出 ， 式 (10-4) 或 式 〈10-5) 中 的 A、B 应 是 同一 刚体 上 的 两 点 ， 这 
在 实际 运用 时 要 引起 注意 。 

【 例 10-1〗 曲柄 连 杆 滑 块 机 构 如 图 10-6 所 示 , 已 
知 40 二 +r、AB ==vV3r; 曲柄 AO 以 等 角速度 w 转动 。 
试 求 当 p = 60" 时 ， 滑 块 B 的 速度 和 连 杆 AB 的 角速度 。 

解 : 曲柄 AO 绕 定 轴 O 〇 转动 ， 连 杆 AB 作 乎 面 运 
动 ， 滑 块 B 作 平移 .。 

以 连 杆 AB 为 研究 对 象 ， 取 速度 已 知 的 A 点 为 基 
点 ， 由 基点 法 ， 点 B( 即 滑 块 B) 的 速度 


TB 一 UA 十 waa 





其 中 ， 
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ee 


已 知 四 个 要 素 ， 只 有 两 个 要 素 未 知 ， 其 对 应 的 速度 平行 四 边 形 如 图 10-6 所 示 ， 注 意 到 ， 此 时 
4O 人 恰好 与 4B 垂直 。 由 图 易 得 
UA _ 2V3 


VB cos 30° 3 oO” 





zaa = vatan 30° = V3 


3 
又 va4 二 AB…wns， 所 以 连 杆 AB 的 角速度 


va 1 


< AB 3° 


为 顺 时 针 转 向 。 
此 题 亦 可 利用 速度 投影 定理 来 求 滑 块 B 的 速度 ， 根 据 式 (10-4)， 有 


Vaecos 30° 一 va 


即 得 un 一 2。r。 但 利用 速度 投影 定理 不 能 求 出 连 杆 AB 的 角速度 。 





【 例 10-2】 如 图 10-7 所 示 ， 圆 轮 在 水 平 直线 轨道 上 滚动 而 
无 滑动 ， 已 知 圆 轮 半径 为 -， 轮 心 C 的 速度 为 wc ， 试 求 轮 缘 上 点 
A 和 点 B 的 速度 。 

解 : (1) 求 圆 轮 角速度 % 由 于 圆 轮 沿 固定 轨道 滚动 而 无 滑 
动 ， 因 此 轮 缘 上 与 轨道 接触 点 已 的 速度 为 零 。 以 轮 心 C 为 基点 ， 
由 基点 法 ,点 了 的 速度 

vp = Ww 十 Vpc 
因 vp 一 0， 故 zpc 与 gc 反 向 平行 ( 见 图 10-7)， 即 有 


vp 二 一 0 一 全 一 和 一 0 








得 圆 轮 角速度 


(2) 求 A、B 两 点 的 速度 ”以 轮 心 C 为 基点 ， 由 基点 法 ， 点 A 的 速度 
va 一 号 十 ac 
其 中 ，mwc 的 大 小 wac 二 rw = 一 wc， 方向 与 米 一 致 ， 故 得 点 A 的 速度 
va = veTv = 2ve 
方向 水 平 向 右 。 
同 理 ， 点 B 的 速度 
VB = We 二 VBc 


式 中 ，wsc 的 大 小 vac 一 rw 一 ve， 方向 垂直 于 BC， 指 向 右上 方 。 其 对 应 的 速度 平行 四 边 形 如 
图 10-7 所 示 ， 设 mm 与 oc 的 夹 角 为 P， 由 几何 关系 易 得 8 = 90 一 妃 ， 所 以 点 B 的 速度 


za 二 2wcoshb 一 2vcsin 人 
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由 于 人 BPC 一 90" 一 才 = p， 故 可 知 vw 垂直 于 BP。 





【 例 10-3】 四 杆 机 构 如 图 10-8 所 示 ， 
已 知 BA = BC = CD = 300 mm; 在 图 示 
位 置 ， BC / AD， 杆 BA 的 角速度 w = 
5 rad/s。 试 求 该 瞬时 杆 BC 和 CD 的 角 





速度 。 . 

解 : 杆 BA 和 CD 绕 定 轴 转 动 ， 杆 BC 
作 平 面 运动 。 

研究 村 BC， 取 B 点 为 基点 ， 由 基点 
法 ，C 点 速度 





Ve = vB vcs 
作出 对 应 的 速度 平行 四 边 形 如 图 10-8 所 示 。 其 中 ， 
vB = BA*w=0.3mX5rad/s = 1.5m/s 
由 图 示 几 何 关系 ， 易 得 
vc = vs = vp = 1.5m/s 


所 以 ， 该 瞬时 杆 BC 和 CD 的 角速度 分 别 为 





wm= 疝 一 ee 5 rad/s 








【 例 10-4】 双 摇 杆 机 构 如 图 10-9 所 示 ， 
已 知 播 杆 AO, 的 角速度 为 w, 、 摇 杆 BO 的 角 速 
度 为 w,; AO， = 二 V3l、BO， 二 1。 在 图 示 上 月 时 ， 
摇 杆 AO, 铅 垂 ， 连 杆 AC、 摇 杆 BO; 水 平 ， 连 
杆 BC 与 铅 垂 方向 成 30 角 。 试 求 该 瞬时 连 杆 AC 








和 BC 的 连接 点 C 的 速度 。 
解 : 摇 杆 AO, 和 BO; 绕 定 轴 转 动 ， 连 杆 
AC 和 BC 作 平 面 运动 。 
研究 连 杆 AC， 取 A 点 为 基点 ， 由 基点 法 ， > 
C 点 速度 图 10-9 
vc = 内 十 Tca (a) 
其 中 ， 
速度 ve vA CA 
方向 未 知 了 4O， 了 4C 





大 小 未 知 4O， 内 未 知 
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有 三 个 未 知 要 素 ， 无 法 求解 。 
再 研究 连 杆 BC， 取 B 点 为 基点 ， 由 基点 法 ,，C 点 速度 











vc = vp TVes (b) 
其 中 » 
速度 ve UB WCB 
方向 未 知 | BO; 了 BC 
大 小 未 知 BO, * w, 未 知 
有 三 个 未 知 要 素 ， 亦 无 法 直接 求解 。 
联 立 式 (a) 与 式 (b)， 有 
va vca = vB vcs Cc) 


式 (c) 中 只 含有 两 个 未 知 要 素 ， 可 解 。 建 立 图 示 坐 标 轴 ， 将 式 〈c) 两 边 向 工 轴 投 影 ， 得 


UA 一 UB COS 30° 


一 ww 一 
一 


再 将 式 〈b) 分 别 向 zx、y 轴 投影 ， 得 


zex 一 Var 十 war 一 0 十 zcacos 30 一 (2w1) (£) = V3wl 











Tcy 一 vBy 二 VcBy 一 — vg — vcp Sin 30° wal 2w lxX 一 一 (eu 十 o )7 


故 得 点 C 速度 
w = VB 二 世 = /Vl 2 ww, To 

三 、 速 度 瞬 心 法 

1. 速度 瞬 心 引 理 

一 般 情 况 下 ， 每 一 退 时 ， 在 平面 图 形 (或 其 延 拓 部 分 ) 上 都 唯一 存在 着 一 
个 速度 为 零 的 点 。 平 面 图 形 上 这 一 速度 为 零 的 点 称 为 瞬时 速度 中 心 ， 简 称 速 度 
瞬 心 ， 记 作 PP。 

证 明 如 下 : 

假设 某 瞬 时 ,平面 图 形 S 的 角速度 为 w， 其 上 
一 点 A 的 速度 为 va。， 如 图 10-10 所 示 。 选 取 A 点 为 
基点 ， 由 基点 法 ， 图 形 上 任 一 点 M 的 速度 为 

Tv 一 VAT Va 

若 点 M 位 于 v4 的 垂 线 段 AN 上 ( 见 图 10-10) ，“ 

则 wa 与 v4 共 线 反 向 ， 故 有 


va = va—vma = vA—MA*w 
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由 此 可 知 ，AN 上 一 定 唯一 存在 着 一 点 P， 该 点 的 瞬时 速度 





Vp VAT VpA UA PA.w=0 
于 是 ， 速 度 瞬 心 P 的 位 置 由 上 式 确定 为 
PA 一经 
ww 


至 此 引 理 得 证 。 

显然 ， 速 度 瞬 心 既 可 能 位 于 图 形 之 内 ， 也 可 能 位 于 图 形 之 外 的 延 拓 部 分 上 。 

应 该 特别 指出 ， 速 度 瞬 心 的 位 置 是 随时 间 而 改变 的 ， 它 不 是 一 个 固定 不 变 
的 点 ， 即 在 不 同 瞬时 ,平面 图 形 速 度 瞬 心 的 位 置 亦 不 相同 。 速 度 瞬 心 在 该 瞬时 
的 速度 等 于 零 ， 但 加 速度 一 般 并 不 为 零 。 

2. 速度 退 心 法 

取 速 度 瞬 心 P 为 基点 ， 由 基点 法 ， 平 面 图 形 上 任意 一 点 M 的 速度 则 可 表 为 

UM = Up 十 Up 一 VMp (10-6 ) 
即 ， 平 面 图 形 上 任 一 点 的 速度 等 于 该 点 随 图 形 绕 速 度 瞬 心 转动 的 速度 。 由 此 知 ， 
平面 图 形 上 任意 一 点 M 的 速度 的 大 小 等 于 点 M 至 速度 瞬 心 P 的 距离 MP 与 图 
形 角速度 w 的 乘积 ， 即 
vm 一 AP .wmw (10-7 ) 

方向 垂直 于 MP 连 线 ， 指 向 与 平面 图 形 角速度 的 转向 一 
致 ， 如 图 10-11 所 示 。 

综 上 所 述 ， 平 面 图 形 上 各 点 速度 的 大 小 与 该 点 到 速度 
瞬 心 的 距离 成 正比 ; 速度 的 方向 垂直 于 该 点 至 速度 瞬 心 的 
连 线 ， 指 向 图 形 转动 的 一 方 。 这 种 利用 速度 瞬 心 分 析 平 面 
图 形 上 点 的 速度 的 方法 称 为 速度 瞬 心 法 。 图 10-11 

3. 速度 瞬 心 位 置 的 确定 

用 速度 瞬 心 法 分 析 平 面 图 形 上 点 的 速度 时 ， 首 先 需 要 确定 速度 瞬 心 P 的 位 
置 。 确 定 速度 瞬 心 位 置 的 方法 一 般 有 下 面 几 种 ， 

1) 平面 图 形 沿 一 固定 表面 作 无 滑动 的 滚动 ( 即 纯 滚动 )。 

此 时 ,平面 图 形 上 与 固定 表面 的 接触 点 P 即 为 图 
形 的 速度 瞬 心 ， 如 图 10-12 所 示 。 因 为 在 该 瞬时 ， 点 
了 相对 于 固定 表面 的 速度 为 零 ， 故 其 绝对 速度 亦 为 零 。 
车 轮 在 纯 滚动 过 程 中 ， 轮 缘 上 各 点 相继 与 固定 轨道 接 
触 而 成 为 车 轮 在 不 同 瞬时 的 速度 瞬 心 。 

2) 在 某 瞬 时 ， 已 知 平面 图 形 上 A、B 两 点 速度 
vA、vB 的 方向 ， 且 wa 与 vp 互 不 平行 。 

由 于 速度 瞬 心 总 在 任 一 点 速度 的 乖 线 上 ， 因 此 ， 图 10-12 


第 十 章 ”刚体 的 平面 运动 181 ， 
分 别 过 A、B 两 点 作 o 、zm 的 垂 线 ， 其 交点 即 为 图 形 在 该 瞬时 的 速度 瞬 心 P， 如 
图 10-13 所 示 。 

3) 在 某 瞬时 ， 已 知 平面 图 形 上 A、B 两 点 速度 ww、vs 的 大 小 和 方向 ， 且 wh 与 
we 相互 平行 ， 均 垂直 于 A、B 两 点 连 线 。 由 于 平面 图 形 上 点 的 速度 与 点 到 速度 瞬 心 
的 距离 成 正比 ， 所 以 ， 速 度 ww、vs 矢 端的 连 线 与 4、B 两 点 连 线 的 交点 即 为 图 形 在 
该 瞬时 的 速度 瞬 心 P。 若 v4 与 vs 同 向 平行 ,速度 瞬 心 位 于 A、B 两 点 之 外 ( 见 图 
10-14a); 若 % 与 we 反 向 平行 ,速度 瞬 心 则 位 于 A、B 两 点 之 间 〈 见 图 10-14b)。 





图 10-13 图 10-14 


4. 瞬时 平移 

在 某 瞬 时 ， 若 已 知 平面 图 形 上 A、B 两 
点 速度 va。、vws 的 方向 相互 平行 ,但 不 垂直 于 
A、B 两 点 连 线 ， 如 图 10-15a 所 示 ; 或 v4、 
vs 的 方向 相互 平行 昌 均 垂直 于 A、B 两 点 连 
线 ， 但 其 大 小 相等 ， 如 图 10-15b 所 示 。 在 
这 两 种 情况 下 ,平面 图 形 在 该 瞬时 的 速度 
瞬 心 P 位 于 无 限 远 处 。 显 然 ， 在 该 瞬时 ， 2 ) ) 
平面 图 形 的 角速度 为 零 ; 平面 图 形 上 各 点 图 10-15 
的 速度 均 相 等 。 这 种 情况 称 为 瞬时 平移 。 

必须 指出 ， 瞬 时 平移 属于 平面 运动 ， 它 与 平移 是 两 个 完全 不 同 的 概念 。 瞬 时 
平移 时 ,平面 图 形 仅 仅 是 在 该 瞬时 的 角速度 为 零 、 各 点 的 速度 相等 ;而 在 另 一 瞬 
时 ， 其 角速度 则 不 为 零 、 各 点 的 速度 也 不 再 相等 。 另 外 ， 瞬 时 平移 时 ， 平 面 图 形 
的 角 加 速度 一 般 并 不 为 零 ， 其 上 各 点 的 加 速度 一 般 也 不 相等 。 而 刚体 作 平 移 时 ， 
在 任 一 瞬时 ， 其 角速度 、 角 加 速度 均 为 零 ; 其 上 各 点 的 速度 、 加 速度 均 相等 。 

【 例 10-5】 如 图 10-16 所 示 ， 长 为 1 的 杆 A4B，A 端 始 终 靠 在 铅 垂 墙 面 上 ， 忆 端 匀 接 在 半 
径 为 尺 的 圆 盘 中 心 ， 圆 盘 滑 水 平地 面 纯 滚 动 。 若 在 图 示 位 置 ， 杆 A 端的 速度 为 ws ， 试 求 该 瞬 
时 ， 杆 AB 的 角速度 、 端 点 B 和 中 点 DD 的 速度 以 及 圆 盘 的 角速度 。 

解 : (1) 研究 杆 AB 杆 AB 作 平 面 运动 ， 由 题 意 知 ，A 端 速度 v4 铅 垂 向 上 、B 端 速 兰 
vs 水 平 向 左 ， 如 图 10-16 所 示 。 分 别 过 A、B 两 点 作 wa 、ws 的 垂 线 ， 其 交点 P 即 为 AB 杆 的 
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速度 瞬 心 。 由 速度 瞬 心 法 ， 得 AB 杆 的 角速度 


Ta _va 


“AP ising 











端点 B 的 速度 
vB = BP. ws 一 LcosqxuAE 一 YA cotp 
中 点 DD 的 速度 
vp = DP. was 一 三 wm 一 pe 
方向 垂直 于 DP。 





(2) 研究 圆 盘 ” 圆 盘 作 平面 运动 ， 其 速度 瞬 心 为 圆 盘 
上 与 地 面 的 接触 点 C， 由 速度 瞬 心 法 易 得 ， 圆 盘 的 角速度 


ww 


wT RY RO 





【 例 10-6】 试用 速度 瞬 心 法 分 析 例 10-1 中 的 曲柄 连 杆 滑 块 机 构 ， 求 出 当 gp 角 分 别 等 于 
60"、0* 和 90* 时 ， 连 杆 AB 的 角速度 和 滑 块 B 的 速度 。 

解 1) 当 9 二 60" 时 ， 分别 过 A、B 两 点 作 vA、wvs 的 垂 线 ， 其 交点 了 为 连 杆 AB 在 该 瞬 
时 的 速度 瞬 心 ， 如 图 10-17a 所 示 。 于 是 ， 连 杆 AB 的 角速度 


UA rew 


1 
“3 AP Yarxy3 3° 














滑 块 B 的 速度 





b) 





c¢) 


图 10-17 
2) 当 g 二 0 时 ， 连 杆 AB 的 速度 瞬 心 与 点 B 重合 ， 如 图 10-17b 所 示 。 因 此 


vB 三 0 


连 杆 AB 的 角速度 
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加 
2 AB Va: 3”° 
3) 当 p 一 90 时， 曲柄 .4O 铅 直 ，wa 与 vs 的 方向 平行 且 不 垂直 于 AB 连 线 〈 见 
图 10-17c) ， 故 连 杆 AB 作 瞬 时 平移 。 此 时 ， 连 杆 AB 的 角速度 
ca 一 0 


滑 块 妃 的 速度 


【 例 10-7〗 平面 机 构 如 图 10-18 所 示 ， 曲 柄 AO 以 角速度 w 二 2 rad/s 绕 定 轴 O 转动 。 
已 知 AO 二 DO = 10 em、BD 二 30 cm; 在 图 示 位 置 时 ， 曲 柄 AO 处 于 水 平 位 置 ， 夹 角 p = 
45"。 试 求 该 瞬时 连 杆 4AB、BD 和 曲柄 DO 的 角速度 。 

解 : 曲柄 AO 和 DO, 绕 定 轴 转 动 ， 连 杆 AB 和 
BD 作 平 面 运动 。 

(1) 研究 连 杆 AB 该 瞬时 ，A、B 两 点 速度 va、 
ws 的 方向 平行 但 不 垂直 于 AB 连 线 ， 故 连 杆 4B 作 瞬 人 2 
时 平移 ， 其 角速度 相 











COAB 一 0 
点 昌 的 速度 为 图 10-18 
vB ~— va = AO'.w— (I0X2) cm/s = 20 em/s 
(2) 研究 连 杆 BD 点 DD 的 速度 vo 垂直 于 DO ， 分 别 过 吾 、 了 D 两 点 作 we 、wp 的 垂 线 ， 两 
垂 线 相交 于 点 P， 点 卫 即 为 连 杆 BD 在 该 瞬时 的 速度 瞬 心 。 于 是 ， 连 杆 BD 的 角速度 为 
20 
30V2 


UB _ _ UB 


BP 2BD 





rad/s 一 0. 47 rad/s 


WBD 


点 也 的 速度 
vn = DP* wa = (30X0.47) cm/s = 14.1 ecm/s 
(3) 研究 曲柄 DO， 曲柄 CD 的 角速度 为 


vp 14.1 
2m. DO 10 





rad/s = 1.41 rad/s 








【 例 10-8】 半径 为 RR 的 圆 轮 ， 沿 水 平 直线 轨道 作 无 滑动 的 4 
滚动 ， 如 图 10-19 所 示 。 已 知 轮 心 C 的 速度 为 ve， 试用 速度 瞬 
心 法 求 轮 缘 上 A、B、D、P 四 点 的 速度 。 

解 : 由 于 圆 轮 沿 水 平 直线 轨道 作 无 滑动 的 滚动 ， 圆 轮 与 轨 D 


道 的 接触 点 即 为 速度 瞬 心 。 故 轮 缘 上 点 已 的 速度 Ne 7 
vp 一 0 区 
贺 轮 的 角速度 > 


一 达 - 图 。10-19 
© RR 


轮 缘 上 点 A、B、 了 的 速度 大 小 分 别 为 
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va =2R'w=2w, vs = ww VR w= Vw 

方向 如 图 10-19 所 示 。 
由 上 述 各 例 可 见 ,在 运用 速度 瞬 心 法 解 题 时 ， 一 般 应 首先 根据 已 知 条 : 
件 确定 图 形 的 速度 瞬 心 ， 然 后 求 出 图 形 的 角速度 ， 最 后 再 计算 图 形 上 各 点 ， 
的 速度 。 在 对 由 几 个 平面 图 形 组 成 的 机 构 进行 运动 分 析 时 应 特别 注意 ， 每 : 
个 图 形 有 各 自 不 同 的 速度 瞬 心 和 角速度 ， 要 加 以 区 分 ， 切 不 可 混淆 。 : 


DOPCIOOCLOCOPOUO ODO OSS 人 0 人 0 OI 


ERY ET TE TREE TET E12D E30) 





【 例 10-9】 平面 机 构 如 图 10-20 所 示 ， 滑 块 
B 可 沿 杆 AO 滑动 ， 并 与 杆 BD 和 BE 贸 接 ; 杆 BD 
可 沿 水 平 轨道 运动 ; 杆 BE 长 为 /24， 在 玉 端 与 滑 块 
下 贸 接 ; 滑 块 玉 以 匀速 v 沿 铅 直 滑 道 向 上 运动 。 在 
图 示 位 置 ， 杆 AO 铅 直 ， 并 与 杆 BE 成 45 夹 角 ， 试 
求 该 瞬时 杆 AO 的 角速度 。 

解 : 杆 4O 绕 定 轴 O 〇 转动 ; 杆 BD 作 水 平 直线 平 
移 ; 杆 BE 作 平 面 运动 ; 滑 块 B 相对 于 杆 AD 滑动 。 

(1) 研究 杆 BE 由 B、E 两 点 速度 vwp、wv 的 方向 
〈 见 图 10-20) 可 知 ， 该 瞬时 杆 BE 的 速度 瞬 心 与 点 O 
重合 ， 故 得 杆 BE 的 角速度 以 及 B 点 的 速度 分 别 为 











Uv UU 


wie ™ EG 1 ma 一 BO,om 一 /一 图 10-20 
(2) 选取 滑 块 B 为 动 点 ， 动 系 固 连 于 杆 AO 上 根据 点 的 速度 合成 定理 ， 有 


ws 二 ve 十 
作出 动 点 的 速度 分 析 图 如 图 10-20 所 示 ， 其 中 ， 绝 对 速度 办 二 vs 二 vw。 
由 图 可 知 ， 牵 连 速度 、 相 对 速度 的 大 小 分 别 为 











Vr 二 0，Ve 三 Va 三 v 
故 得 该 瞬时 杆 AO 的 角速度 
一 全 一 也 
“0 BO 1 


由 上 例 可 见 ， 在 复杂 机 构 中 ， 可 能 同时 存在 刚体 平面 运动 以 及 点 的 合成 运 
动 问题 。 此 时 ， 应 联合 运用 平面 运动 与 合成 运动 理论 来 分 析 求 解 。 





第 三 节 平面 图 形 上 点 的 加 速度 分 析 


如 前 所 述 ,平面 图 形 的 运动 可 以 看 成 是 随同 基点 的 平移 ( 率 连 运动 ) 与 绕 
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基点 的 转动 〈 相 对 运动 ) 的 合成 ， 因 此 ， 可 以 运用 牵连 运动 为 平移 时 点 的 加 速 
度 合成 定理 来 分 析 平面 图 形 上 点 的 加 速度 。 

如 图 10-21 所 示 ， 假 设 某 瞬 时 平面 图 形 上 点 A 
的 加 速度 为 aas， 平面 图 形 的 角速度 为 w， 角 加 速度 
为 a。 取 点 A 为 基点 ， 建 立 平移 动 参 考 系 Az'y 。 
此 时 ， 图形 上 任 一 点 B 的 牵连 加 速度 ae。 一 aa; 
相对 加 速度 a 为 点 B 随 图形 绕 基点 A 转动 的 加 
速度 em ， 可 分 解 为 绕 基 点 A 转动 的 切 向 加 速度 
a&u 与 法 向 加 速度 a& 。 于 是 ， 根 据 牵 连 运 动 为 平 








移 时 点 的 加 速度 合成 定理 ， 得 平面 图 形 上 任 一 点 。 去 
B 的 加 速度 图 10-21 

aa 一 44 十 aia 十 aa 《10-8 ) 
其 中 ， 绕 基点 A 转动 的 切 向 加 速度 aaa 的 大 小 

a = BA*a (10-9 ) 
方向 垂直 于 BA， 指 向 与 角 加 速度 a 的 转向 一 致 ， 法 向 加 速度 a 的 大 小 

a = BA* ww (10-10 ) 

方向 沿 BA 指 问 基点 A。 


式 〈10-8) 表明 ， 平 面 图 形 上 任 一 点 的 加 速度 等 于 基点 的 加 速度 与 该 点 随 图 
形 绕 基点 转动 的 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 的 矢量 和 。 这 种 分 析 平 面 图 形 上 点 的 
加 速度 的 方法 称 为 加 速度 合成 法 ， 也 称 为 基点 法 。 

式 〈10-8) 中 包含 了 四 个 加 速度 矢量 的 大 小 和 方向 总 计 八 个 要 素 ， 要 使 问题 
可 解 ， 一 般 需 要 已 知 其 中 的 六 个 要 素 。 由 于 ai 与 au 的 方向 总 是 已 知 的 ， 故 只 
需 再 知道 其 他 四 个 要 素 ， 即 可 解 得 剩余 的 两 个 要 素 。 在 运用 式 〈10-8) 求解 未 知 
量 时 ， 通 常 采用 其 投影 形式 。 

【 例 10-10】 如 图 10-22a 所 示 ， 滚 轮 沿 水 平 直线 轨道 作 纯 滚动 。 已 知 滚轮 半径 为 ~>， 轮 
心 0 的 速度 为 x 、 加 速度 为 a。 试 求 滚轮 上 速度 瞬 心 了 的 加 速度 。 


pd pe 上 a 
apo 7 0 


a) b) c) 
图 10-22 


解 ， 滚轮 作 纯 滚动 ， 其 上 与 轨道 的 接触 点 P 即 为 速度 瞬 心 。 由 速度 瞬 心 法 知 ， 滚 轮 的 角 
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速度 为 
二子 (a) 
由 于 轮 心 O 作 直线 运动 ， 故 有 
P=a (b) 


将 式 (a) 两 边 对 时 间 上 求 导 ， 并 代入 式 〈(b) ， 即 得 滚轮 的 角 加 速度 
Q 


以 轮 心 O 为 基点 ， 由 式 〈10-8) ， 得 速度 瞬 心 已 的 加 速度 
ap = ao 十 ao 十 ao (ce) 


其 中 ,oo 二 a、 ajo 一 ra 一 a、a 和 ns 二 ra? 一 乞 。 作 出 加 速度 分 析 图 如 图 10-22b 所 示 ， 由 于 


aio 与 ao 大 小 相等 、 方 向 相反 ， 改 得 滚轮 上 速度 瞬 心 的 加 速度 的 大 小 
本 


r 


Q 一 











ap 二 ako 一 


方向 与 oj 相同 ， 指 向 轮 心 O 〇 ( 见 图 10-22c) 。 
由 此 可 见 ， 刚 体 作 平面 运动 时 ， 其 速度 瞬 心 的 加 速度 并 不 为 零 。 


【 例 10-11] 图 10-23a 所 示 机 构 中 ， 曲 柄 AO 以 等 角速度 w。 绕 定 轴 OO 转动 ， 通 过 连 杆 
AB 带动 半径 为 的 滚轮 治水 平 固定 面 作 纯 滚动 。 已 知 AO 二 r+，AB 一 2r， 试 求 当 曲柄 AO 
在 图 示 竖 直 位 置 时 ， 滚 轮 的 角速度 和 角 加 速度 。 





a) b) 
图 10-23 


解 : (1) 运动 分 析 曲柄 AO 绕 定 轴 O 转动 ， 连 杆 AB 作 平 面 运动 ， 滚 子 作 平面 运动 
〈 纯 滚动 ) 。 
(2) 速度 分 析 在 图 10-23a 所 示 位 置 ， 连 杆 AB 上 A、B 两 点 的 速度 都 是 沿 水 平方 向 ， 
相互 平行 ， 故 知 连 杆 AB 作 瞬 时 平移 ， 于 是 有 
WAB 0, VB VA = rwo 


由 于 滚轮 作 纯 滚动 ， 因 此 其 角速度 为 
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(3) 加 速度 分 析 ”选取 连 杆 AB 为 研究 对 象 ， 以 点 A 为 基点 ， 由 式 《10-8), 得 B 点 的 加 
速度 
as = qaaba 十 aa (a) 
其 中 ，aB 二 BA， wihp 一 0、a4 三 二 ro 。 作 出 加 速度 矢量 图 如 图 10-23b 所 示 ， 将 式 (a) 
两 边 向 AB 方向 投影 ， 有 





aBcos 30° = —aacos 60° 
解 得 B 点 加 速度 
__v3 ， 
UB 一 3 Wor 


人 负 号 表示 as 的 实际 方向 与 图 中 所 设 相反 。 
于 是 ， 得 滚轮 的 角 加 速度 
由 v3 


一 2 
QaB 一 一 人 
r 3 7 


负 号 表示 as 的 实际 转向 与 图 中 所 设 相反 ， 为 顺 时 针 转 向 。 


【 例 10-12】 平面 机 构 如 图 10-24a 所 示 ， 摇 村 CO 以 等 角速度 w 绕 定 轴 〇 转动 ， 滑 块 A 
在 摇 杆 CO 的 滑 槽 内 滑动 ， 滑 块 B 以 等 速 v 二 lw 沿 水 平 导轨 滑动 。 已 知 连 杆 4B 长 为 2; 在 
图 示 瞬 时 ，CO 铅 直 ，4B 与 OB 成 30 夹 角 。 试 求 该 瞬时 连 杆 AB 的 角速度 和 和 角 加 速度 。 











a) 


图 10-24 


解 : (1) 运动 分 析 ” 摇 杆 CO 绕 定 轴 O 〇 转动 ， 连 杆 AB 作 平 面 运动 ， 滑 块 A 在 摇 杆 CO 
的 滑 槽 内 有 相对 运动 ， 滑 块 B 作 直线 运动 。 
(2) 速度 分 析 首先 研究 连 杆 AB， 取 点 B 为 基点 ， 由 基点 法 ， 点 A 速度 
vA = Vp 二 VAB (a) 
其 中 ，m 二 wv 二 lw。 在 式 (a) 中 ,包含 了 ww 的 大 小 、 方 向 以 及 vas 的 大 小 三 个 未 知 量 ， 故 不 
可 解 。 
再 选取 连 杆 AB 上 的 点 A 为 动 点 ， 动 系 固 连 于 播 杆 CO 上 ， 根 据点 的 速度 合成 定理 ， 
Vs = Ve Ue (b) 
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其 中 ,绝对 速度 wm 一 ww， 牵连 速度 ww 一 AO*w 一 方 w。 式 (b) 中 同样 含有 三 个 未 知 量 ， 


不 可 解 。 
联 立 式 (a)、 式 (b)， 有 
Ze 十 TB = Ve Vy. (c) 
上 式 中 仅 含 有 ws 与 w 的 大 小 两 个 未 知 量 ， 故 可 解 。 将 式 〈c) 两 边 分 别 向 人 《 轴 投 影 〈 见 
图 10-24a) ， 有 


vB — vAB SIN30° = vw 


— vap COsS30° = — wv 
解 得 
一 3 
zag 一 /oo， Vv = 2 lw 


所 以 ， 该 瞬时 连 杆 AB 的 角速度 为 


VaB __ lw 


oo AB 7 
转向 如 图 10-24a 所 示 ， 为 逆 时 针 。 
(3) 加 速度 分 析 ”加 速度 分 析 的 思路 与 速度 分 析 类 似 ， 首先 研 究 连 杆 AB， 取 点 B 为 基 
点 ， 由 基点 法 可 得 点 A 加 速度 
aa 一 4B 十 Gap 十 Gap (d) 
其 中 , ap 二 0、a&s 二 AB… whp 二 lw:。 式 (d) 中 含有 三 个 未 知 量 。 
再 选取 连 杆 AB 上 的 点 A 为 动 点 ， 动 系 固 连 于 摇 杆 CO 上 ， 根 据 牵连 运动 为 转动 时 点 的 
加 速度 合成 定理 ， 有 
aa = qi 二 a:+aTac (e) 





ya: = AO'g=0, ac = 2 =v 式 (e) 中 





其 中 ，a 二 aa、at 二 AO 一 地 
亦 含 有 三 个 未 知 量 。 

联 立 式 (d)、 式 (e)， 有 

aiis 十 aa 一 四 十 ga 十 ac ({) 
上 式 中 仅 含 有 ais 与 a; 的 大 小 两 个 未 知 量 ， 故 可 解 。 将 式 (f》 两 边 同 时 向 wy 轴 投 影 ( 见 
图 10-24b) ， 有 
一 cpBsin 30" 十 aapcos 30° = 一 ac 
解 得 
ap 一 3V3lw? 
所 以 ， 该 瞬时 连 杆 AB 的 角 加 速度 为 


t 2 
oo 


转向 如 图 10-24b 所 示 ， 为 逆 时 针 .。 
由 上 例 可 见 ， 对 于 同时 涉及 刚体 平面 运动 和 点 的 合成 运动 的 较为 复杂 的 运 
动 学 问题 ， 需 综合 运用 运动 学 的 各 种 理论 和 方法 来 联合 求解 。 
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复习 思考 题 


10-1 刚体 的 平面 运动 可 分 解 为 哪 两 种 运动 ? 它们 与 基点 的 选择 是 否 有 关 ? 

10-2 ”刚体 的 平移 和 绕 定 轴 转 动 都 是 平面 运动 的 特例 吗 ? 

10-3 刚体 的 平移 和 刚体 的 瞬时 平移 有 何 异 同 ? 

10-4 ”平面 运动 刚体 绕 速度 瞬 心 的 转动 和 刚体 绕 定 轴 转 动 有 何 异 同 ? 

10-5 平面 图 形 上 点 的 速度 有 几 种 求法 ? 哪 种 方法 是 最 基本 的 方法 ?哪些 方法 可 以 求解 
图 形 的 角速度 ? C 

10-6 平面 图 形 速 度 瞬 心 的 速度 为 零 ， 而 加 速度 又 等 
于 速度 对 时 间 的 一 阶 导 数 ， 所 以 速度 瞬 心 的 加 速度 也 为 零 。 
这 一 表述 是 否 正确 ? 为什么? 4 

10-7 ”如 思考 题 10-7 图 所 示 ， 杆 4O 的 角速度 为 wi， 
直角 三 角 板 ABC 与 杆 AO' 在 A 处 匀 接 。 试 问 图 中 CAO 


上 各 点 的 速度 分 布 规 律 正确 与 否 ” 为 什么 ? oO O> 
10-8 试 判断 思考 题 10-8 图 中 所 标示 的 刚体 上 各 点 速 是 ” 
度 的 方向 是 否 可 能 ? 思考 题 10-7 图 





a) b) c) 





4 WY 4 
Up B B vp 
d) e) f) 
思考 题 10-8 图 
习 题 


10-1 平面 机 构 如 习题 10-1 图 所 示 ， 曲 柄 CO 以 等 角速度 oo。 = 2 rad/s 绕 定 轴 O 转动 ， 
并 带动 连 杆 AB 上 的 滑 块 A 和 滑 块 中 分 别 在 铅 垂 滑 道 和 水 平滑 道上 运动 。 已 知 AC = BC = 
CO = 12 cm， 初 始 时 CO 水 平 向 右 。 试 以 C 点 为 基点 ， 建 立 连 杆 AB 的 运动 方程 ， 并 求 当 
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9 一 45 时 ， 滑 块 A 的 速度 。 
10-2 平面 机 构 如 习题 10-2 图 所 示 。 已 知 BA = BD = DE 一 ! 二 300 mm; 在 图 示 位 置 
时 ，BD//AE， 杆 BA 的 角速度 w 二 5 rad/s。 试 求 此 瞬时 杆 BD 的 中 点 C 的 速度 。 


史 

















习题 10-1 图 习题 10-2 图 


10-3 在 习题 10-3 图 所 示 的 筛 动机 构 中 ， 簿 子 BC 的 摆动 由 曲柄 连 杆 机 构 带 动 。 已 知 曲 
柄 AO 长 0.3 m， 转 速 ” = 40 r/min; EO = DO 、FED 一 CGO 。 当 筛子 运动 到 图 示 位 置 时 ， 
ZOAB 一 90"， 试 求 此 时 筛子 BC 的 速度 。 





习题 10-3 图 


10-4 如 习题 10-4 图 所 示 ， 滚 压 机 构 的 滚 子 沿 水 平 路 面 作 无 滑动 的 滚动 。 已 知 曲柄 AO 
长 15 cm， 转速 ”= 60 r/min; 滚 子 的 半径 尺 = 15 cm。 在 图 示 位 置 ， 曲 柄 AO 与 水 平 线 的 夹 
角 为 60，AO 1 4B， 试 求 此 时 滚 子 的 角速度 和 前 进 的 速度 。 

10-5 如 习题 10-5 图 所 示 ， 杆 AB 长 /，A 端 以 速度 & 沿 水 平地 面 运动 ，B 端 贴 着 铅 垂 墙壁 
运动 ， 试 求 B 端 的 速度 以 及 杆 AB 的 角速度 。 


人 








习题 10-4 图 习题 10-5 图 
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10-6 ”使 砂轮 高 速 转动 的 装置 如 习题 10-6 图 所 示 。 杆 OO, 绕 定 轴 O, 转动 ， 转 速 为 n。 
O: 处 用 贸 链 连接 一 半径 为 rs 的 活动 齿轮 卫 。 杆 OO, 转动 时 ， 带 动 轮 开 在 半径 为 rs 的 固定 
内 齿轮 夺 上 滚动 ， 并 使 半径 为 7 的 轮 工 绕 定 轴 Oi 转动 。 已 知 73 :7 二 11, 7 二 900 r/min, 
试 求 轮 工 的 转速 。 

10-7 习题 10-7 图 所 示 平 面 机 构 中 ， 曲 柄 AO = 100 mm， 以 角速度 w 二 2 rad/s 绕 定 轴 
O 〇 转动 ， 连 村 AB 带动 播 杆 DC， 并 通过 连 杆 DE 拖 动 轮 EE 沿 水 平面 滚动 。 已 知 DC = 3BC， 
在 图 示 位 置 时 ，A、B、E 三 点 恰 在 同一 水 平 线 上 ， 且 DC | DE， 试 求 此 瞬时 点 已 的 速度 。 








习题 10-6 图 习题 10-7 

10-8 在 习题 10-8 图 所 示 双 滑 块 摇 杆 机 构 中 ， 滑 
块 A 和 B 可 沿 水 平 轨道 滑动 ， 播 杆 CO 可 绕 定 轴 O 转 
动 , 连 杆 CA 和 CB 可 在 图 示 平 面 内 运动 。 已 知 CA = 
CB 二 1;， 当 机 构 处 于 图 示 位 置 时 ， 滑 块 A 的 速度 为 
v4， 试 求 该 瞬时 滑 块 B 的 速度 以 及 连 杆 CB 的 角速度 。 

10-9 在 习题 10-9 图 所 示 平 面 机 构 中 ， 曲 柄 BA 7 
和 圆 盘 CD 分 别 绕 定 轴 A 和 也 转动 。BCE 为 三 角 板 ， 习题 10-8 
B、C 处 为 贸 链 连 接 。 若 圆 盘 以 等 速 n。 二 40 r/min 顺 
时 针 转 动 ， 试 求 图 示 位 置 时 曲柄 BA 的 角速度 和 三 角 板 BCE 上 点 五 的 速度 。 

10-10 在 习题 10-10 图 所 示 瓦 特 行星 机 构 中 ， 曲 柄 AO, 线 定 轴 O, 转动 ， 并 通过 连 杆 AB 
带动 曲柄 BO 绕 定 轴 O 转动 。 齿 轮 芝 与 连 杆 AB 固 连 ， 齿 轮 工 装 在 轴 QO 上 。 已 知 齿轮 I、I 
的 节 圆 半径 nn 二 r; 二 0.3V3 m、AO = 0.75m、AB = 1.5m; 曲柄 AO 的 角速度 wo = 
6 rad/s。 在 图 示 位 置 ， AB」BO、09 = 60"， 试 求 曲柄 BO 和 齿轮 I 的 角速度 。 








习题 10-9 图 习题 10-10 图 
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10-11 在 习题 10-11 图 所 示 双 曲柄 连 杆 机 构 中 ， 滑 块 刀 和 巨 用 杆 BE 连接， 主动 曲柄 
AO 和 从 动 曲柄 DO 都 绕 定 轴 O 转动 。 主 动 曲 柄 AO 作 匀 速 转动 ， 角 速度 m = 12 rad/s。 已 
知 4AO = 0.1m、DO =0.12m、4B 一 0.26m、BE 一 0.12m、DE = 0.12V3 m。 试 求 当 曲 
柄 AO 垂直 于 滑 块 的 导轨 方向 时 ， 从 动 曲柄 DO 和 连 杆 DE 的 角速度 。 

10-12 平面 机 构 如 习题 10-12 图 所 示 。 已 知 4O = AB = BC = 上 L、BD = V3L/2、 
DE 二 3L/4， 曲 柄 AO 的 角速度 为 w。 在 图 示 位 置 时 , 9 二 30"，O、B、C 三 点 位 于 同一 水 平 
线 上 。 试 求 该 瞬时 滑 块 C 的 速度 。 








习题 10-11 图 习题 10-12 图 


10-13 平面 机 构 如 习题 10-13 图 所 示 ， 在 杆 AB 的 中 点 C 以 铵 链 与 杆 CD 连接 ， 而 杆 CD 
又 在 品 端 与 杆 DE 匀 接 ， 杆 DE 可 绕 定 轴 已 转 动 。 已 知 AO = 0.25m、DE = 1 m; 在 图 示 位 
置 ，O、4、B 成 一 水 平 线 ，CD | DE， 曲 柄 AO 的 角速度 w = 8 rad/s， 试 求 该 瞬时 DE 杆 的 角 
速度 。 

10-14 在 习题 10-14 图 所 示 机 构 中 ，OB 线 水 平 ， 当 B、D 和 下 在 同一 铅 垂 线 上 时 ，ED 
垂直 于 BEF ，AO 处 于 铅 垂 位 置 。 已 知 4AO = BD == ED = 二 100 mm，EF 二 100V3 mm， 曲 柄 
AO 的 角速度 w 一 4 rad/s。 试 求 该 瞬时 连 杆 EF 的 角速度 和 滑 块 下 的 速度 。 





习题 10-13 图 习题 10-14 图 


10-15 ”如 习题 10-15 图 所 示 ， 绕 线 轮 沿 水 平面 滚动 而 不 滑动 ， 轮 的 半径 为 尺 。 在 轮 上 有 
圆柱 部 分 ， 其 半径 为 >。 将 线 绕 于 圆柱 上 ， 线 的 B 端 以 速度 ov 沿 水 平方 向 运动 ， 试 求 绕 线 轮 中 
心 O 的 速度 。 

10-16 在 习题 10-16 图 所 示 平 面 机 构 中 ， 已 知 曲柄 AO 以 等 角速度 ww 转动 ，4O = 7， 
AB 一 2r。 试 求 图 示 瞬 时 摇 杆 BC 的 角速度 。 
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习题 10-15 图 习题 10-16 图 

10-17 ”如 习题 10-17 图 所 示 ， 轮 O 沿 水 平面 作 纯 滚动 。 轮 缘 上 固定 销 钉 B， 此 销 钉 可 在 

摇 杆 AO, 的 滑 槽 内 滑动 ， 并 带动 摇 杆 绕 定 轴 O, 转动 。 已 知 轮 心 O 的 速度 wo 一 0.2 m/s; 轮 

的 半径 RR = 0.5 m; 在 图 示 位 置 ，AO, 是 轮 的 切线 ， 摇 杆 与 水 平 线 的 夹 角 为 60"。 试 求 该 瞬时 - 

摇 杆 AO, 的 角速度 。 

10-18 在 习题 10-18 图 所 示 平 面 机构 中 ， 曲 柄 AO 以 等 角速度 w = 3 rad/s 绕 定 轴 O 转 

动 ，AC 二 3m, R 二 1 m， 轮 沿 水 平 直 线 轨 道 作 纯 深 动 。 在 图 示 位 置 ，CO 铅 垂 ，b = 60"， 
A4O1AC。 试 求 该 瞬时 轮 缘 上 点 B 的 速度 。 








习题 10-17 图 习题 10-18 图 
10-19 在 习题 10-19 图 所 示 平 面 机 构 中 ， 曲 柄 4O 长 为 22， 以 等 角速度 w。 绕 定 轴 O 转 
动 。 在 图 示 瞬 时 ，AB = BO、4O | AD。 试 求 此 时 套 简 D 相对 于 杆 BC 的 速度 。 
10-20 平面 机 构 如 习题 10-20 图 所 示 , 杆 AB 长 为 1!， 滑 块 A 可 沿 摇 杆 CO 的 滑 槽 滑动 。 
已 知 摇 杆 CO 以 等 角速度 w 绕 轴 OO 转动 ， 滑 块 B 以 等 速 v = wl 沿 水 平 导 轨 滑 动 。 在 图 示 瞬 
时 ，CO 铅 直 、AB 与 水 平 线 OB 的 夹 角 为 30"， 试 求 该 瞬时 杆 AB 的 角速度 。 








习题 10-19 图 习题 10-20 图 
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10-21 在 习题 10-21 图 所 示 椭 圆规 机 构 中 , 已 知 CO = CA = CB = 二 R， 曲 柄 CO 以 等 角 
速度 w。 绕 定 轴 O 转 动 。 试 求 当 p 二 45" 时 ， 滑 块 B 的 速度 和 加 速度 。 

10-22 ”如 习题 10-22 图 所 示 , 已 知 BC 二 5 cm，A4B = 10 cm， 杆 AB 的 端点 A 以 等 速 
vA 一 10 m/s 沿 水 平 路 面向 右 运动 。 在 图 示 瞬 时 ，0 二 30"， 杆 BC 处 于 铅 重 位 置 。 试 求 该 瞬 
时 点 中 的 加 速度 和 杆 AB 的 角 加 速度 。 











习题 10-21 图 习题 10-22 图 


10-23 ”如 习题 10-23 图 所 示 ， 半 径 为 RR 的 圆 盘 A 沿 水 平地 面 作 纯 滚动 , 杆 AB 长 为 /， 
杆 端 号 沿 铝 垂 墙 面 滑动 。 在 图 示 瞬 时 ， 已 知 圆 盘 的 角速度 为 we。， 角 加 速度 为 m ， 杆 与 水 平 线 
的 夹 角 为 0。 试 求 该 瞬时 杆 端 B 的 速度 和 加 速度 。 

10-24 ”如 习题 10-24 图 所 示 ， 已 知 曲柄 AO 长 10 cm， 以 转速 ” = 30 r/min 绕 定 轴 O 匀 
速 转动 ; 滚轮 半径 民 = 10 cm， 沿 水 平面 只 滚 不 滑 ; 连 杆 4B 长 17.3 cm; O、B 在 同一 水 平 
线 上 。 试 求 在 图 示 位 置 时 滚轮 的 角速度 和 角 加 速度 。 


<L 


~ 


习题 10-23 图 习题 10-24 图 











10-25 在 习题 10-25 图 所 示 平 面 机 构 中 ， 曲 柄 ADO Cc 
长 为 -， 以 等 角速度 wo 绕 定 轴 OO 转动 ; AB = 6r，BC = 
3Y3r。 在 图 示 位 置 ，AB 水 平 、BC 铅 直 。 试 求 该 瞬时 滑 
块 C 的 速度 和 加 速度 。 

10-26 在 习题 10-26 图 所 示 平 面 机 构 中 ， 曲 柄 AO 
以 等 角速度 w 二 2 rad/s 绕 定 轴 O 〇 和 转动: 并 通过 连 杆 AB 
带动 半径 > = 0.5 m 的 滚轮 在 半径 尺 = 1 m 的 圆 缴 槽 中 
作 纯 滚动 。 已 知 AO = AB = 1 m。 在 图 示 位 置 ，AO 铅 
直 、AB 水 平 。 试 求 该 瞬时 点 B 的 速度 和 加 速度 。 习题 10-25 图 


第 十 章 “ 刚 体 的 平面 运动 ”195 


10-27 在 习题 10-27 图 所 示 平 面 机 构 中 ， 杆 AC 在 水 平 导轨 中 以 等 速 v 运动 ， 并 通过 铵 
链 A 带动 杆 AB 沿 套 简 O 运动， 套 简 0 可 绕 定 轴 OO 转动。 已 知 杆 AC 与 套 简 O 的 距离 为 /; 
在 图 示 位 置 ， 杆 AC 与 杆 AB 的 夹 角 g = 60"， 试 求 该 瞬时 杆 AB 的 角速度 和 角 加 速度 。 


ON 











习题 10-26 图 习题 10-27 图 
10-28 在 习题 10-28 图 所 示 平 面 机 构 中 ， 杆 AC、BD 分 别 在 铅 直 、 水 平 导 轨 中 适 动 ， 滑 
块 B 可 沿 杆 AE 中 的 滑 覃 滑动 。 在 图 示 瞬 时，AB = 60 mm, 9 二 30"，m 二 10V3 mmys， 


aa 一 10V3 mm /ss ，vs 二 50 mm/s，as 一 10 mm /s 。 试 求 该 瞬时 杆 AE 的 角速度 和 角 加 
速度 。 





习题 10-28 图 


第 十 一 章 
质点 动力 学 基本 方程 


静 力 学 主要 研究 物体 在 力 系 作用 下 的 平衡 规律 ， 不 涉及 运动 。 运 动 学 仅 从 
几何 的 角度 研究 物体 的 机 械 运动 ， 不 涉及 物体 的 受 力 。 动 力学 将 对 物体 的 机 械 
运动 进行 全 面 的 研究 ， 分 析 作 用 于 物体 上 的 力 与 物体 运动 之 间 的 关系 ， 建 立 物 
体 机 械 运动 的 普遍 规律 。 

动力 学 可 分 为 质点 动力 学 和 质点 系 动力 学 两 大 部 分 。 本 章 主要 研究 作用 于 
质点 上 的 力 与 质点 运动 之 间 的 一 般 关 系 。 质 点 动力 学 也 是 质点 系 动力 学 的 基础 。 





第 一 节 ”动力 学 基本 概念 


一 、 质 点 "质点 系 。 刚体 


在 动力 学 中 ， 将 物体 抽象 为 两 种 模型 ， 质 点 和 质点 系 。 

质点 是 具有 质量 而 几何 形状 和 尺寸 可 以 忽略 不 计 的 物体 。 当 物体 的 形状 和 
斥 才 对 其 运动 没有 影响 时 ， 就 可 以 将 物体 抽象 为 质量 集中 于 质心 的 质点 。 刚 体 
作 平 移 时 ， 因 其 上 各 点 的 运动 情况 完全 相同 ， 也 可 以 将 它 抽象 为 一 个 质点 来 
研究 。 

质点 系 是 具有 一 定 联系 的 若干 个 质点 的 集合 。 

刚体 则 可 视 为 质点 系 的 一 个 特殊 情形 ， 其 上 任意 两 个 质点 间 的 距离 保持 不 
变 ， 故 刚体 也 称 为 不 变质 点 系 。 


二 、 惯 性 参考 系 


牛顿 三 定律 是 动力 学 的 基础 。 牛 顿 三 定律 适用 的 参考 系 称 为 惯性 参考 系 。 
因此 ， 虽 然 在 运动 学 中 ， 参 考 系 可 以 任意 选择 ， 但 在 动力 学 中 ， 必 须 选 择 惯 性 
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参考 系 。 

在 一 般 的 工程 问题 中 ， 可 取 固 定 于 地 面 的 坐标 系 或 者 相对 于 地 面 作 勺 速 直 
线 平移 的 坐标 系 作为 惯性 坐标 系 。 当 物体 运动 的 范围 很 大 或 者 研究 问题 的 精度 
要 求 很 高 时 ， 例 如 研究 绕 地 球 旋转 的 飞行 器 的 轨道 ， 则 必须 考虑 地 球 自转 的 影 
响 ， 这 时 应 选取 以 地 心 为 原点 、 三 个 坐标 轴 指 向 三 个 恒星 的 地 心 坐标 系 作为 惯 
性 参考 系 。 在 研究 天 体 的 运动 时 ， 还 要 考虑 地 球 公 转 的 影响 ， 因 此 需要 选取 以 
日 心 为 原点 ， 三 个 轴 指 向 三 个 恒星 的 坐标 系 作 为 惯性 坐标 系 。 在 以 后 的 章节 中 ， 
如 果 没 有 特殊 说 明 ， 均 取 固 定 于 地 面 的 坐标 系 作为 惯性 参考 系 。 








第 二 节 ”动力 学 基本 定律 


动力 学 的 三 个 基本 定律 是 牛顿 在 总 结 前 人 研究 成 果 的 基础 之 上 ， 于 1687 年 
在 他 的 名 著 《 自 然 哲 学 之 数学 原理 》 中 明确 提出 的 ， 故 又 称 为 牛顿 三 定律 。 它 
描述 了 动力 学 最 基本 的 规律 ， 是 古典 力学 体系 的 核心 。 


一 、 惯 性 定律 〈 牛 顿 第 一 定律 ) 


不 受 力作 用 的 质点 ， 将 保持 静止 或 匀速 直线 运动 的 状态 。 
不 受 力作 用 的 质点 〈 包 括 受 平衡 力 系 作用 的 质点 ) 保持 运动 状态 不 变 的 固 
有 属性 称 为 惯性 。 静 止 或 匀速 直线 运动 也 称 为 惯性 运动 。 


二 、 力 与 加 速度 关系 定律 〈 牛 顿 第 二 定律 ) 


质点 受 力 作用 时 所 获得 的 加 速度 的 大 小 与 作用 力 的 大 小 成 正比 ， 与 质点 的 
质量 成 反比 ; 加 速度 的 方向 与 作用 力 的 方向 相同 ， 即 


a 一 下 (11-1 ) 


式 中 ，a 为 质点 的 加 速度 ; 为 质点 上 的 作用 力 ; m 为 质点 的 质量 。 

上 述 方程 建立 了 质点 的 加 速度 、 质 量 与 作用 力 之 间 的 关系 ， 称 为 质点 动力 
学 基本 方程 。 当 质点 上 作用 有 多 个 力 时 , 式 〈11-1) 中 的 下 应 为 多 个 力 的 合力 。 

牛顿 第 二 定律 给 出 了 质点 运动 的 加 速度 与 其 所 受 
力 之 间 的 瞬时 关系 。 它 表明 : 加 速度 与 作用 力 同 时 存 
在 且 方 向 一 致 〈 见 图 11-1); 作用 力 并 不 直接 决定 质 
点 的 速度 ， 它 对 于 质点 运动 的 影响 是 通过 加 速度 来 实 
现 的 。 

牛顿 第 二 定律 同时 还 说 明 ， 质 点 的 加 速度 不 仅 取 图 11 
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决 于 作用 力 ， 而 且 与 质点 的 质量 有 关 。 在 相同 的 力作 用 下 ， 质 量 越 大 的 质点 ， 
获得 的 加 速度 就 越 小 ， 其 惯性 也 就 越 大 。 由 此 可 见 ， 质 量 是 质点 惯性 的 量度 。 

位 于 地 球 表面 附近 的 物体 都 会 受到 重力 P 的 作用 。 在 重力 了 作用 下 获得 的 
加 速度 g 称 为 重力 加 速度 。 根 据 式 (11-1)， 可 得 物体 质量 与 重力 之 间 的 关系 

P=mg (11-2 ) 

根据 国际 计量 委员 会 标准 ， 重 力 加 速度 g 的 数值 为 9. 80665 m/s 。 随 着 地 
区 的 不 同 ， 其 值 有 些微 小 的 差别 ， 一 般 可 取 为 9. 8 my/s 。 

在 国际 单位 制 〈《SD 中 ， 加 速度 、 质 量 、 力 的 基本 单位 分 别 为 m/s 〈 米 / 秒 )、 
kg 〔 千 克 )、N (牛顿 )。 在 运用 式 (11-1) 求解 动力 学 问题 时 ， 需 要 注意 三 者 单 
位 的 统一 。 


三 、 作 用 力 与 反作用 力 定律 〈 牛 顿 第 三 定律 ) 


两 个 物体 之 间 的 作用 力 和 反作用 力 总 是 同时 存在 ， 大 小 相等 、 方 向 相反 、 
沿 同一 直线 ， 分 别 作 用 在 这 两 个 物体 上 。 

这 一 定律 曾 在 第 一 章 中 作为 静 力 学 公理 讨论 过 ， 它 不 仅 适用 于 平衡 物体 ， 
而 且 也 适用 于 任何 运动 物体 。 





第 三 节 质点 运动 微分 方程 


动力 学 的 问题 可 简单 归结 为 两 类 : 第 一 类 是 已 知 物体 的 运动 ， 求 作用 于 物 
体 上 的 力 ; 第 二 类 是 已 知 作 用 于 物体 上 的 力 ， 求 物体 的 运动 。 
本 节 主 要 介绍 运用 质点 动力 学 基本 方程 来 解决 质点 动力 学 的 两 类 问题 。 


一 、 矢 量 形式 的 质点 运动 微分 方程 
设 质点 受到 个 力 Fi，F;，…，F, 的 作用 ， 根 据 质点 动力 学 基本 方程 ， 有 
ma 一 Dp, (11-3 ) 
将 式 《7-3) 代入 上 式 ， 得 到 
dr _ ~ 
7 3 一 ZF (11-4 ) 


式 《11-4) 称 为 矢量 形式 的 质点 运动 微分 方程 。 在 解决 实际 问题 时 ， 经 常用 它 的 
投影 形式 。 
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二 、 直 角 坐 标 形 式 的 质点 运动 微分 方程 
将 矢量 方程 〈11-4)》 向 直角 坐标 轴 上 投影 ， 得 到 


;1 

my = YF, (11-5) 
i=1 

mz 一 PF, 





上 式 称 为 直角 坐标 形式 的 质点 运动 微分 方程 。 
三 、 自 然 坐 标 形式 的 质点 运动 微分 方程 
当 点 的 运动 轨迹 已 知 时 ， 可 将 矢量 方程 (11-4) 投影 到 自然 坐标 轴 上 ， 得 到 


ms 一 YF, 
i=1 
me 一 VF, (11-6 ) 
O ;一 1 
0 一 SF 





上 式 称 为 自然 坐标 形式 的 质点 运动 微分 方程 。 
对 于 平面 问题 ， 式 (11-5) 与 式 (11-6) 分 别 成 为 


mi = VF, 
(11-7) 
my = 2)F, 
i=1 
与 
ms 一 DF, | 
, (11-8 ) 
ms = DF,| 
ha i=1 


运用 质点 运动 微分 方程 求解 质点 动力 学 的 第 一 类 问题 ， 即 已 知 运 动 求 力 ， 
在 数学 方面 主要 归结 为 导数 运算 ,运算 过 程 相对 比较 简单 ; 而 求解 第 二 类 问题 ， 
即 已 知 力求 运动 ， 在 数学 方面 则 主要 归结 为 求解 微分 方程 的 积分 运算 ， 其 中 积 儿 
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常数 需要 根据 运动 初始 条 件 来 确定 ， 运 算 过 程 相 对 比较 复杂 。 现 举例 说 明 如 下 : 
【 例 11-1】 ”如 图 11-2 所 示 ， 质 量 为 m 的 小 球 在 水 平面 内 运动 。 已 知 运动 轨迹 为 一 椭圆 ， 
直角 坐标 系 形式 的 运动 方程 为 
工 一 CCOScot : 
y = bsinwt : 
其 中 ，a、6 和 w 均 为 常数 。 试 求 作 用 在 小 球 上 的 力 。 
解 : 本 题 为 动力 学 第 一 类 问题 ， 即 已 知 质点 的 运动 ， 
求 作用 于 质点 上 的 力 。 

取 小 球 为 研究 对 象 ， 视 其 为 质点 。 对 小 球 的 运动 方 
程 求 导 两 次 ， 可 得 小 球 的 加 速度 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 
并 一 ow 

. (a) 
y= 一 bo sinwt 
将 式 a) 代入 式 (11-7),， 得 到 作用 于 小 球 上 的 力 下 在 x+、y 轴 上 的 投影 


F, = —maw coswt 





二 





- 





F, = —mbw’ sinewt 
于 是 ， 作 用 在 小 球 上 的 力 的 矢量 表达 式 为 
F= FitF,i = —mw (acoswtitbsinwtj) = —moe (xiiy) = —mer 
其 中 ，r 为 小 球 所 在 位 置 的 矢 径 〈 见 图 11-2)。 可 见 ， 力 下 的 方向 与 和 撩 径 r 相反 ， 即 力 五 的 方 
向 恒 指 向 椭圆 中 心 O， 这 种 力 称 为 有 心力 。 





【 例 11-2〗】 如 图 11-3 所 示 ， 从 某 处 抛射 ， 
一 质量 为 m 的 物体 , 已 知 初速 度 为 vw。; 抛射 
角 ， 即 初速 度 w 对 水 平 线 的 但 角 为 a。 若 不 考 |， 
虚空 气 阻力 的 影响 ， 试 求 物体 的 运动 方程 和 轨 | J“ 
迹 方 程 。 1 ¥ 

解 : 本 题 属 于 动力 学 第 二 类 问题 ， 即 已 知 
力求 运动 。 

视 抛射 体 为 质点 ， 以 初始 位 置 为 坐标 原点 O， 在 抛射 面 内 建立 直角 坐标 系 Ory， 如 
图 11-3 所 示 。 

由 题 意 可 知 ， 物 体 在 抛射 过 程 中 只 受 重力 作用 ( 见 图 11-3)。 根 据 式 (11-7)， 有 





| 


图 11-3 


mzx=0 
my = | 
对 上 式 依次 积分 两 次 ， 分 别 得 到 
v: 二 X= 人 CG 
z= OttCs 
y 二 一 去 az ee 
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其 中 ，C 、C: 、C; 、G 为 积分 常数 。 根 据 运动 初始 条 件 


Xo 二 Y=0, vr vocosa, voy 一 vo Sinag 


Cl 一 Docosa， Co =vosing, C=G=0 
于 是 ， 物 体 的 运动 方程 为 
X= (vocoso)t 
y 一 cso oe 
从 运动 方程 中 消去 时 间 参 数 :， 即 得 抛射 体 的 轨迹 方程 为 
3 一 (tano) x — gy Esc 


可 见 ， 其 轨迹 为 抛物 线 。 


【 例 11-3】 图 11-4a 所 示 摆 动 输 . 

















4 
送 机 ， 由 曲柄 AO, 和 BO; 带动 货架 , 
4B 输送 质量 为 m 的 木 箱 。 已 知 * A 
AO =BO, = 1.5 m, O10, = AB; 间 
在 0 = 45" 处 ,输送 机 由 静止 开始 启动 ， ~ 
曲柄 4C 的 初 角 加 速度 @ 一 5 rad /3。 
车 启动 时 木 箱 与 货架 间 没有 相对 滑动 ， ”) 
试 确定 木 箱 与 货架 间 静 摩擦 因数 的 最 图 1174 
小 值 。 
解 ， 该 问题 属于 动力 学 第 一 类 问题 ， 已 知 运动 求 力 。 
研究 木 第 。 由 已 知 条 件 知 ， 木 箱 与 货架 AB 一 起 作曲 线 平移 ， 故 可 将 木 箱 视 为 质点 。 
作用 在 木 箱 上 的 力 有 重力 mg 、 毅 摩擦 力 瓦 、 法 向 约束 力 Fu， 受 力图 如 图 11-4b 所 示 。 
木 箱 的 加 速度 与 点 A 的 加 速度 相同 。 注 意 到 ， 在 启动 瞬时 ， 点 A 的 加 速度 
Qn 5 0, a= a = lao (a) 
方向 如 图 11-4b 所 示 。 
建立 图 示 直 角 坐 标 系 Oxy， 由 式 (117)， 有 
7z4cOSO 一 F, 
、 (b) 
masin = Fux—mg 
根据 静摩擦 力 的 属性 ， 又 有 
F< AN (c) 





联 立 式 (a)、 式 (b)、 式 〈c) ， 解 得 


lao cos8 
之 一 一 一 一 
六 之 号 十 iaosing 


因此 ， 木 箱 与 货架 间 静 摩擦 因数 的 最 小 值 
fsmin = 0. 35 
由 上 述 三 例 可 见 ， 运 用 质点 运动 微分 方程 求解 质点 动力 学 问题 的 基本 步骤 为 : 


一 0. 35 
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seesscasessosaossesessaasrsesnssascasaseasseassssneesoseessosesesesenerceeneenrseorsosssnent 
1) 选取 研究 对 象 ， 对 研究 对 象 进行 受 力 分 析 。 
: 2) 对 研究 对 象 进行 运动 分 析 。 : 
: .3) 根据 研究 对 象 的 运动 情况 ， 选 取 适 当 的 坐标 系 ， 建 立 质点 运动 微 : 
:分 方程 。 : 
4) 解 方程 ， 求 出 未 知 量 。 : 


PY TY TT FTE TET TIT STE SK TE :ET EE SE ST SID STD SSR SED ST AoE RED RTD SEED SB SLED sh ele de ei AD LD DAA Ad 


【 例 11-4】 曲柄 连 杆 滑 块 机 构 如 图 11-5a 所 示 ， 曲 柄 AO 以 等 角速度 w 转动 ，AO 三 7， 
AB 二 7, 令 4 二 7r/， 当 4 安 1 时 , 以 O 〇 为 坐标 原点 建立 图 示 直 角 坐 标 系 ， 由 例 7-2 可 知 ， 滑 
块 B 的 运动 方程 可 近似 表达 为 
并 (1 ) | r( cosu: | A cos2wt ) 
若 滑 块 B 的 质量 为 mw， 不 计 连 杆 AB 的 质量 与 各 处 摩擦 , 试 求 当 p 一 wt 一 0 和 gy 一 wt 一 90 
时 ， 连 杆 AB 所 受 的 力 。 























a) b) 


解 : 研究 滑 芯 B， 作 用 在 其 上 的 力 有 重力 mg 、 连 杆 AB 的 作用 力 下 与 滑 道 的 法 向 约束 力 
FN， 如 图 11-5b 所 示 。 
由 滑 块 B 的 运动 方程 ， 得 其 加 速度 在 xz 轴 上 的 投影 





X= 一 ro (coswtAcos2wt) (a) 
将 式 (a) 代入 式 (11-7), 得 到 
—mro (coswt Acos2wt) = — Feosy (b) 


当 g = wt 一 0 时 , 一 0， 由 式 (b) 解 得 连 杆 AB 所 受 的 力 
下 一 mrw: (1 十 人) 
为 拉力 ; 


当 g 一 of 一 90" 时 ，cosy 二 人 让， 解 得 
F 一 17272 co 
到 一 


为 压力 。 


【 例 11-5〗】 如 图 11-6 所 示 ， 桥 式 起 重 机 上 


质点 动力 学 基本 方程 203 } 




















vo 作 色 速 运 动 ， 重 物 的 重心 至 悬挂 点 的 距离 为 !。 
由 于 突然 刹车 ， 重 物 因 惯 性 绕 悬 挂 点 O 向 前 摆 
动 ， 试 求 钢 绳 的 拉力 随 摆 角 ? 的 变化 规律 ， 并 求 
钢 绳 的 最 大 拉力 。 
解 : 研究 重 物 ， 视 其 为 质点 ， 置 于 一 般 位 置 
加 以 分 析 。 重 物 受 重力 mg 与 钢 绳 拉力 Fr 的 作 
用 ， 受 力图 见 图 11-6。 重 物 的 运动 轨迹 为 以 悬挂 
点 O 为 圆心 、! 为 半径 的 圆 弧 。 选 取 自 然 坐 标 系 ， 
根据 自然 坐标 形式 的 质点 运动 微分 方程 ， 有 
ms= —mgsing 
m 节 一 | 
由 于 s = lp、s 一 19、 一 125， 故 上 式 可 改写 为 


1 一 一 gsinp | 
ml pg = Fr—mgcosg 


dp dydp .dg 
7 dt dodt Ydp 


将 式 〈c) 代入 式 (b) 中 的 第 一 式 ， 可 得 


跑车 悬 吊 一 质量 为 天 的 重 物 ， 沿 水 平 横梁 以 速度 gh < 








又 有 





Yd = — singdy 
对 式 (d) 两 边 积 分 ， 并 代入 初始 条 件 (Lp)|,-。= v。， 得 到 
一 cosp-D+ 芝 
将 式 〈e) 代 人 式 〈b) 中 的 第 二 式 ， 得 刹车 后 钢 强 的 拉力 


2 
Fr = 78g(3cosp 一 2) 十 7 3 








(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


(e) 


(fy 


由 式 〈f 容易 判断 ， 在 初始 位 置 ， 即 当 yp = 0 时 ， 钢 绳 具有 最 大 拉力 


2 
FTnax = mgm 了 





由 上 述 结 果 可 见 ， 些 时 钢 绳 的 拉力 由 两 部 分 组 成 ， 一 部 分 是 因 重 物 的 重力 引起 的 静 拉力 


mg; 另 一 部 分 是 重 物 的 加 速度 引起 的 附加 动 拉力 m 漳 。 为 了 避免 钢 绳 中 产生 过 大 的 附加 动 
拉力 ， 跑 车 的 运行 速度 不 能 太 大 ， 并 应 平稳 停 启 ， 和 避免 急 刹 车 。 另 外 ， 在 工作 条 件 允 许 的 情 


况 下 ， 应 尽量 增加 钢 强 的 长 度 。 
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复习 思考 题 


11-1 动力 学 与 静 力 学 、 运 动 学 的 研究 内 容 有 何不 同 ? 

11-2 何谓 惯性 ? 惯性 与 质量 有 何 关联 ? 

11-3 ”什么 是 惯性 参考 系 ? 固 连 在 沿 水 平 直线 轨道 行驶 的 汽车 上 的 坐标 系 是 不 是 惯性 参考 系 ? 

11-4 动力 学 问题 可 分 为 哪 两 类 ? 

11-5 质点 在 常 力作 用 下 ， 是 否 一 定 作 匀 加 速 运 动 ? 为 什么 ? 

11-6 质点 的 运动 方向 ， 是 否 一 定 就 是 质点 所 受 合力 的 方向 ? 

11-7 质点 的 速度 越 大 ， 所 受 的 力也 就 越 大 。 这 一 表述 是 否 正确 ? 为 什么 ? 

11-8 某 人 用 枪 眶 准 了 空中 一 悬挂 的 靶 体 。 如 在 子弹 射出 的 同时 靶 体 开始 自由 下 落 ， 不 
计 空 气 阻力 ， 问 子弹 能 和 否 击 中 靶 体 ? 


习 题 
11-1 如 习题 11-1 图 所 了 示 ， 小 车 等 匀 加 速度 & 沿 倾角 为 6 的 斜面 向 上 运动 ， 在 小 车 的 平 
顶 上 放 一重 为 P 的 物 块 ， 随 车 一 同 运动 ， 试 问 物 块 与 小 车 间 的 静摩擦 因数 f. 应 为 多 少 ? 
11-2 如 习题 11-2 图 所 示 ， 物 块 A 重 为 P， 放 置 在 以 等 加 速度 a 向 右 运 动 的 三 楼 块 的 斜 
面 上 。 已 知 物 块 与 斜面 间 的 静摩擦 因数 为 /,， 斜 面 的 倾角 为 45"。 若 要 保持 物 块 与 斜面 之 闻 没 
有 相对 滑动 ， 试 问 加 速度 a 应 为 多 大 ? 


| 沪 








习题 11-1 图 习题 11-2 图 


11-3 在 习题 11-3 图 所 示 的 曲柄 清道 机 构 中 ， 已 知 滑 杆 与 活塞 的 总 质量 为 50 kg; 曲柄 
AO 长 300 mm， 以 转速 ”= 120 r/min 绕 定 轴 〇 匀速 转动 。 试 分 别 求 出 当 曲 柄 运动 至 p 一 0 
和 gq 一 90 位 置 时 ， 作 用 在 滑 杆 与 活塞 上 的 总 的 水 平 力 。 








习题 11-3 图 


第 十 一 章 ”质点 动力 学 基本 方程 “205 ， 


11-4 如 习题 11-4 图 所 示 ， 质 量 分 别 为 my、mz 的 A、B 两 物体 用 一 细 绳 相连 ， 强 跨 过 
一 半径 为 7 的 滑轮 。 假 设 ma > mz， 滑轮 质量 不 计 ， 试 求 无 初速 释放 后 两 个 物体 的 加 速度 。 

11-5 习题 11-5 图 所 示 气 球 的 总 质量 为 m， 在 升力 下 的 作用 下 以 等 加 速度 a 上 升 。 问 气 
球 的 总 质量 增加 多 少 ， 方 能 使 它 以 相同 的 加 速度 下 降 ? 





习题 11-4 图 习题 11-5 图 


11-6 在 加 速 上 上 升 的 升降 机 中 用 弹簧 秤 称 一 物体 。 物 体 原 重 50 N， 
而 弹 短 秤 的 示 数 为 5 N,， 试 求 升降 机 的 加 速度 。 

11-7 如 习题 11-7 图 所 示 ， 半 径 为 R 的 偏心 轮 绕 定 轴 O 以 等 角速度 
w 转动 ， 推 动 导 板 沿 铝 直 轨道 运动 。 导 板 顶 部 放 有 一 质量 为 m 的 物 块 A， 
已 知 偏心 距 CO 二 e， 开 始 时 CO 水 平 。 试 求 : 1) 物 块 对 导 板 的 最 大 压 
力 。2) 使 物 块 不 离开 导 板 的 w 的 最 大 值 。 

11-8 如 习题 11-8 图 所 示 ， 质 量 分 别 为 20 kg、40 kg 的 A、B 两 物 
块 用 弹簧 相连 。 物 块 A 按 = 五 cos(2rtT) 的 规律 作 铝 垂 简 谐 运动 ， 其 
中 振幅 互 二 10 mm、 周 期 工 二 0.25 s。 试 求 物 块 B 对 支承 面 压力 的 最 大 
值 与 最 小 值 。 

11-9 如 习题 11-9 图 所 示 ， 离 心 浇注 机 绕 中 心 轴 转 动 ， 管 模 内 径 
D 二 400 mm。 试 求 能 使 铁水 紧 贴 管 壁 的 浇注 机 的 最 小 转速 n。 











习题 11-8 图 习题 11-9 图 


[206 ) 理论 力学 第 2 版 


11-10 如 习题 11-10 图 所 示 ， 小 球 从 半径 为 RR 的 固定 半圆 柱 的 顶点 A 处 无 初速 下 滑 。 若 
不 计 摩 擦 ， 试 求 小 球 脱离 半圆 柱 时 的 位 置 角 yp。 

11-11 如 习题 11-11 图 所 示 ， 为 了 使 列车 对 于 钢轨 的 作用 力 垂 直 于 路 基 ， 在 转弯 处 ， 外 
轨 要 比 内 轨 稍 高 。 若 轨道 的 曲率 半径 R = 300 m， 列 车 速度 v = 12 m/s， 轨 距 5 一 1.6 m。 
试 确定 外 轨 相 对 于 内 轨 的 高 度 有 。 











习题 11-10 图 习题 11-11 图 


11-12 球磨 机 如 习题 11-12 图 所 示 ， 当 圆 简 匀 速 转动 时 ， 带 动 钢 球 一 起 运动 ， 待 转 至 一 
定 角度 9 时 ， 钢 球 即 离开 圆 简 并 沿 抛物 线 轨迹 下 落 击 碎 矿石 。 已 知 圆 简 内 径 D = 3.2 m， 并 
假设 对 于 某 种 矿石 ， 当 圆 简 转速 为 n 二 18 r/min 时 粉碎 效果 最 好 。 试 求 此 时 钢 球 脱离 圆 简 时 
的 角度 9。 

11-13 如 习题 11-13 图 所 示 ， 套 管 A 的 重量 为 忆 ， 由 细 绳 牵引 沿 竖 杆 上 升 。 细 绳 跨 过 小 
滑轮 B 绕 在 匀速 转动 的 鼓 轮 上 ， 当 鼓 轮转 动 时 ， 其 边缘 上 各 点 的 速度 大 小 为 v。 若 不 计 滑 轮 
尺寸 、 滑 轮 质 量 以 及 各 处 摩擦 ， 试 求 强 的 拉力 F1 与 距离 x 之 间 的 关系 。 








习题 11-12 图 习题 11-13 图 


11-14 已 知 质量 为 m 的 质点 ， 在 力 下 二 Fo 一 kt 的 作用 下 沿 x 轴 作 直线 运动 ， 其 中 所 、 
上 为 常数 。 设 当 运 动 开 始 时 ，x 二 x。、v 二 wm， 试 求 质点 的 运动 规律 。 


11-15 质量 mm 一 10 kg 的 质点 ， 在 力 F == 经 8 的 作用 下 在 水 平面 内 作曲 线 运动 ， 其 中 


为 质点 的 速度 ，* 为 质点 的 缠 坐 标 。 设 当 : 二 0 时 ,wo = 5 m/s、% 一 0， 试 求 质点 的 运动 规 
律 。 重 力 加 速度 g 可 取 为 10 m /s? 。 
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11-16 习题 11-16 图 所 示 质 点 的 质量 为 mx， 受 指向 原点 O 〇 的 有 心力 F = hr 的 作用 ， 其 
中 为 常数 、r 为 质点 到 原点 O 的 距离 。 假 设 初始 瞬时 ， 质 点 的 坐标 工 一 x。、y 二 0; 速度 
投影 二 0、 一 ve， 试 求 质点 的 轨迹 。 

11-17 如 习题 11-17 图 所 示 ， 一 质量 为 m 的 物 块 自 点 A 沿 半径 为 R 的 光滑 圆 台 轨 道 无 
初速 地 滑 下 ， 落 到 传送 带 上 。 试 求 物 块 在 圆 弧 轨道 端点 如 处 所 受 的 法 向 约束 力 。 若 物 块 与 传 
送 带 间 无 相对 滑动 ， 试 确定 半径 为 x 的 传送 轮 的 转速 。 

4 R 
i 








二 





习题 11-16 图 习题 11-17 图 


十 二 章 
定理 


地 站 


好 


上 一 章 阐述 了 解决 质点 动力 学 问题 的 基本 方法 。 从 本 章 开 始 ， 将 重点 介绍 
解决 质点 系 动力 学 问题 的 理论 和 方法 。 

动力 学 普遍 定理 包含 动量 定理 、 动 量 矩 定理 和 动能 定理 ， 从 不 同 的 侧面 揭 
示 了 质点 以 及 质点 系 的 运动 变化 与 作用 力 之 间 的 关系 ， 被 广泛 用 于 求解 质点 与 
质点 系 的 动力 学 问题 。 本 章 介 绍 其 中 的 动量 定理 。 





第 一 节 ”动量 与 冲 量 


一 、 质 点 的 动量 

经 验 表 明 ， 质 点 机 械 运动 的 强度 不 仅 与 质点 运动 的 速度 有 关 ， 而 且 与 质点 
的 质量 有 关 。 因 此 ， 可 以 用 质点 的 质量 与 速度 的 乘积 来 度量 质点 的 运动 强度 。 

质点 的 质量 与 速度 的 乘积 定义 为 质点 的 动量 ， 记 作 mw 。 

质点 的 动量 是 一 个 矢量 ， 它 的 方向 与 速度 w 的 方向 相同 ， 大 小 等 于 质量 m 与 
速度 大 小 v 的 乘积 。 在 国际 单位 制 中 ， 动 量 的 单位 是 kg，m/s 千克， 米 / 秒 )。 

二 、 质 点 系 的 动量 

质点 系 的 动量 定义 为 质点 系 内 各 质点 动量 的 矢量 和 ， 记 作 p。 即 质点 系 的 
动量 

p = 2 (na vi) (12-1 ) 

式 中 ， MMi、 VU 分 别 为 第 i 个 质点 的 质量 、 速度 。 


设 质 点 系 中 任 一 质点 i 的 矢 径 为 r,， 则 该 质点 的 速度 wv, 一 ， 由 质点 系 质 
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心 的 定义 ， 质 心 C 的 矢 径 为 





式 中 ，m 是 质点 系 的 总 质量 。 从 而 ， 式 〈12-1) 可 写 为 
p= Dmv) 一 >) (mm 守 )= D3 (miri) 一 Cre) 一 mvwc 
(12-2 ) 

式 中 ，wvc 为 质点 系 质心 的 速度 。 上 式 表明 ， 质 点 系 的 动量 就 等 于 其 质心 速度 与 
全 部 质量 的 乘积 。 

刚体 可 认为 是 一 个 由 无 限 多 个 质点 组 成 的 不 变质 点 系 。 对 于 质量 均匀 分 布 的 刚 
体 ， 其 质心 与 形 心 重合 。 因 此 ， 利 用 式 〈12-2) 来 计算 刚体 的 动量 往往 比较 方便 。 

还 需 指 出 ， 式 〈12-1)、 式 〈12-2) 均 为 矢量 形式 ， 在 实际 计算 质点 系 的 动 
量 时 ， 为 方便 起 见 ， 一 般 采 用 其 投影 形式 ， 如 下 面 两 例 所 示 。 

【 例 12-1】 如 图 12-1 所 示 ， 三 个 物 块 用 强 。 m2 
相连 ， 它 们 的 质量 分 别 为 mm = 2mz 一 rm 二 m。 
不 计 强 的 质量 ， 设 某 瞬 时 ， 三 物 块 的 速度 大 小 
均 为 v， 试 计算 由 三 物 块 组 成 的 质点 系 在 此 瞬 
时 的 动量 。 

解 ， 根据 式 (12-1) ， 该 质点 系 的 动量 为 














p= Dmu 
建立 图 示 坐 标 系 ,动量 p 在 z、y 轴 上 的 图 12-1 
投影 分 别 为 
3 
一 > ar 一 712 忆 十 713 VCcOsO 一 二 mm(2 十 cosg) 
i=1 
一 Dv = 一 mv 二 mvsing 一 村 mo( 一 4 十 sing) 
故 得 质点 系 动 量 p 的 大 小 
p= VETR- 十 mo /Toop Zing) 
与 工 轴 夹 角 的 正切 


站 一 馆 一 二 4 十 sine 
tan(p,) pr 2 十 cosg 








【 例 12-2】 椭圆 规 如 图 12-2 所 示 , 已 知 CO = CA = CB = 4 曲柄 CO 以 等 角速度 w 
绕 定 轴 O 转动 ; 曲柄 CO、 连 杆 AB 以 及 滑 块 A、B 的 质量 均 为 m， 其 中 曲柄 CO、 连 杆 AB 
可 视 为 匀 质 杆 。 试 求 系统 的 动量 。 

解 : 建立 图 示 坐 标 系 ， 根 据 式 〈6-9)， 系 统 的 质心 坐标 为 
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m* 2lcoswtim 。 庚 cosat 十 m » Lcoswt 


























Mi 
7 l 上 
Xe 4m 8 COSew 
! I 
m* 2lsinwti+m * sinwt tm * lsinwt 7 
yc fm 8 Lsinwt 








将 上 述 两 式 分 别 对 时 间 t 求 导 ， 得 系统 的 质心 速度 oO 
wc 在 Tz、y 轴 上 的 投影 为 


四 图 12-2 
vcz 一 一 襄 osinwt 
vecy 一 二 lecoseot | 
由 式 (12-2) 得 系统 的 动量 p 在 x、y 轴 上 的 投影 为 
pr = 4mve 一 — mdsinet 
p, = 4mvc, 一 mlucoscot 
所 以 ， 系 统 的 动量 p 的 大 小 
p= VRTR= mio 
与 工 轴 夹 角 的 正切 





tan(p;i) 一 一 i 
三 、 常 力 的 冲 量 
物体 的 运动 变化 不 仅 与 作用 力 的 大 小 和 方向 有 关 ， 而 且 与 力作 用 时 间 的 长 短 
有 关 。 常 力 与 其 作用 时 间 的 乘积 定义 为 常 力 的 冲 量 ， 用 了 表示 ， 即 常 力 下 的 冲 量 
I=F (12-3 ) 
冲 量 是 矢量 ， 其 方向 与 力 的 方向 一 致 。 在 国际 单位 制 中 ， 冲 量 的 单位 是 N。s 
( 牛 ， 秒 ) 。 
四 、 变 力 的 冲 量 
如 果 力 五 是 变 力 ， 可 将 力作 用 的 时 间 分 割 成 无 数 微小 的 时 间 间 隔 dz， 在 di 
时 间 间 隔 内 ， 力 下 可 视 为 常 力 ， 故 变 力 下 在 di 时 间 间 隔 内 的 冲 量 为 
df = Fd (12-4 ) 
df 称 为 变 力 五 的 元 冲 量 。 
对 上 式 积分 ， 即 得 变 力 下 在 作用 时 间 段 Az 二 ts 一 内 的 冲 量 
I = 上 Fd (12-5 ) 


五 
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在 计算 变 力 的 冲 量 时 ， 一般 采用 式 〈12-5) 的 投影 形式 。 
【 例 12-3】 如 图 12-3 所 示 ， 质量 为 m 的 质点 在 水 平 
面 内 沿 一 半径 为 r 的 圆周 作 匀速 运动 ， 其 速度 大 小 为 w， 质 
点 所 受 力 的 大 小 下 二 mv/r， 方 向 始终 指向 圆心 。 试 求 该 力 
在 质点 经 过 半圆 周 的 过 程 中 的 冲 量 。 
解 : 设 一 0 时 ， 质 点 位 于 4， 经 过 半圆 周 后 运动 至 








动量 定理 


211 ， 





点 B， 对 应 时 间 t; 二 xr/v。 
建立 图 示 坐 标 系 ， 注 意 到 y 二 vi/r， 得力 FF 在 +、y 轴 
上 的 投影 




















F, = 一 Fcosp = aa cos 刀 
r r 
F, Fsing = mv sin ~ 
rr r 

根据 式 (12-5)， 得 该 力 冲 量 1 在 x、y 轴 上 的 投影 

miv JI202 
5 =|” (一至 )d =0 
m/v 2 
也 人 2 sin Wd = — 2 
0 r r 


故 得 该 力 在 质点 经 过 半圆 周 的 过 程 中 的 冲 量 的 大 小 为 
T= VETE= 2mv 





冲 量 的 方向 指向 y 轴 的 负 向 。 
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~ 质点 的 动量 定理 


设 质点 的 质量 为 mm， 受到 力 的 作用 ， 由 质点 动力 学 基本 方程 ， 有 


a dp 
因为 质量 mx 是 常量 ， 故 上 式 可 写 为 
dl(mw ) 
dt F 
或 者 


d(mvw )= Fd = dlI 


(12-6) 


(12-7) 


即 质点 动量 对 时 间 的 一 阶 导数 等 于 作用 于 质点 上 的 力 ， 或 者 质点 动量 的 微分 等 
于 作用 于 质点 上 的 力 的 元 冲 量 。 这 称 为 微分 形式 的 质点 的 动量 定理 。 
车 以 v1 、wz 分 别 表示 质点 在 tH 、z 瞬时 的 速度 ， 对 式 〈12-7) 积分 ， 可 得 到 
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mv — movi =| Fd =1 (12-8 ) 
i 


即 在 某 一 时 间 段 内 ， 质 点 动量 的 改变 量 等 于 作用 于 质点 上 的 力 在 同一 时 间 段 内 
的 冲 量 。 这 称 为 积分 形式 的 质点 的 动量 定理 ， 又 称 为 质点 的 冲 量 定理 。 


二 、 质 点 系 的 动量 定理 


设 质 点 系 由 7 个 质点 组 成 ， 其 中 第 i 个 质点 的 质量 为 m;:， 回 度 为 v:; 外 部 物 
体 对 该 质点 的 作用 力 为 Fi， 质点 系 内 其 他 质点 对 该 质点 的 作用 力 为 再， 根据 质 
点 的 动量 定理 ， 有 


d(77a; Vi) 
dt 


这 样 的 方程 有 nn 个， 将 nn 个 方程 两 边 相 加 ， 得 到 

5 SA) SFr SF 
改变 上 式 中 求 和 与 求 导 的 顺序 ， 并 注意 到 ， 内 力 而 总 是 成 对 出 现 ， 大 小 相等 ， 
方向 相反 ， 其 矢量 和 》) Fi 一 0 ， 即 可 得 到 


一 下 十 而 


dp 
一 一 OF 12-9 
了 ( ) 


或 者 
dp = D2) Fd = Ddf (12-10 ) 
即 质点 系 动量 对 时 间 的 一 阶 导 数 等 于 作用 于 质点 系 上 所 有 外 力 的 矢量 和 ， 或 者 
质点 系 动量 的 微分 等 于 作用 于 质点 系 上 所 有 外 力 元 冲 量 的 矢量 和 。 这 是 微分 形 
式 的 质点 系 的 动量 定理 。 
若 以 pl、pi: 分 别 表 示 质 点 系 在 二 、 忆 瞬时 的 动量 ， 对 式 (12-10) 积分 ， 
可 得 
po—p ~ or (12-11) 
即 在 某 一 时 间 段 内 ， 质 点 系 动 量 的 改变 量 等 于 在 同一 时 间 段 内 作用 于 质点 系 上 
所 有 外 力 冲 量 的 矢量 和 。 这 是 积分 形式 的 质点 系 的 动量 定理 ， 又 称 为 质点 系 的 
冲 量 定理 。 
动量 定理 是 矢量 形式 ， 具 体 应 用 时 通常 取 其 投影 形式 。 例 如 ， 在 平面 情况 
下 , 式 (12-9) 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 形式 为 
dpz 一 > FS 
ap, yp (12-12 ) 
dt > 
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【 例 12-4】 ”如 图 12-4 所 示 ， 质 量 为 mma 的 平台 AB 与 地 面 间 的 动 摩擦 因数 为 /， 质 量 为 rw 


的 小 车 品 相 对 于 平台 的 运动 规律 为 一直 志 (6 为 常数 )。 不 计 绞车 质量 ， 试 计算 平台 的 加 速度 。 


解 : 选取 小 车 D 和 平台 AB 整体 为 研究 “内 
对 象 ， 系 统 的 受 力 分 析 和 运动 分 析 如 图 12-4 
所 示 。 

建立 坐标 系 Qxy， 系 统 动量 在 x+、y 轴 上 
的 投影 分 别 为 

pr mvtm(v—v), p=0 
其 中 ， 小 车 相对 于 平台 的 速度 w 一 = bi。 

由 式 (12-12)， 有 


号 [ mv 二 mz (vw 对 
0 一 RN 一 (za 十 zz )g 


其 中 ,摩擦 力 F = EN。 
解 得 平台 的 加 速度 

















a dv _ m2b— f mt mz )g 
dt m1 m2 











【 例 12-5】 如 图 12-5 所 示 ， 两 个 重 物 的 质量 分 别 为 m 和 
xia， 系 在 两 根 质量 不 计 的 绳子 上 ; 两 根 绳 分 别 缠绕 在 半径 为 六 和 
rz 的 鼓 轮 上 ; 鼓 轮 的 质量 为 wa， 其 质心 位 于 转轴 O 处 。 设 
miri> mzrz， 鼓 轮 以 角 加 速度 a 绕 轴 OO 〇 逆 时 针 转 动 ， 试 求 轴 承 O 





的 约束 力 。 
解 ， 选 取 鼓 轮 和 两 个 重 物 构成 的 质点 系 为 研究 对 象 ， 其 受 力 
分 析 和 运动 分 析 如 图 12-5 所 示 。 
建立 直角 坐标 系 Ozy， 质 点 系 动量 在 z、y 轴 上 的 投影 分 别 为 ”中 | 
p: =0, py, = mu ~— mv 718 | 和 
根据 式 (12-12)， 有 
Fo=0 图 12-5 





m1 di | 


和 一 om、 各 = oo = or 代 和 人 上 式 ,整理 即 得 轮 心 0 处 的 约束 力 


Fa 一 0 


E 
& 
| 





Fo, = migimsg+ mgta(m2 re a) 
三 、 质 点 系 的 动量 守恒 定律 
由 式 〈12-9) 可 知 : 如 果 作 用 于 质点 系 上 所 有 外 力 的 矢量 和 恒 等 于 零 ， 则 质 
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点 系 的 动量 保持 不 变 。 即 , 若 >》)F? = 二 0 ， 则 有 
P 二 常 撩 量 
由 式 (12-12) 又 知 : 如 果 作 用 于 质点 系 上 所 有 外 力 在 某 坐标 轴 上 投影 的 代 
数 和 恒 等 于 零 ， 则 质点 系 的 动量 在 该 轴 上 的 投影 保持 不 变 。 即 , 若 > 到 = 二 0， 
则 有 


p: 二 常量 
上 述 结论 统称 为 质点 系 的 动量 守恒 定律 。 
【 例 12-6】 ”如 图 12-6 所 示 ， 质 量 分 别 为 600 kg、 Cr、 ， 
800 kg 的 两 小 车 A、B 在 水 平 轨道 上 分 别 以 等 速 。 油 > 本 
vA 一 1m/s、z 二 0.4 m/s 运动。 一 质量 为 40 kg 的 5 0 
重 物 C 从 倾角 为 30" 的 斜面 上 以 速度 uw 二 2 m/s 落 人 7 
A 车 内 。 假设 A 车 与 B 车 相 碰 后 以 同一 速度 一 起 运 图 12.6 


动 ， 并 不 计 摩 掠 ， 试 求 两 车 共同 的 速度 。 
解 : 首先 以 小 车 A 及 重 物 C 为 研究 对 象 。 设 重 物 C 落 入 A 车 后 A 车 的 速度 为 v， 由 于 
在 重 物 C 落 入 A 车 的 前 后 ， 系 统 水 平方 向 不 受 外 力作 用 ， 故 其 沿 水 平方 向 动量 守恒 ， 即 有 
Cma 十 mac yu = mavat+meve cos30” 
代入 数据 ， 解 得 
Uv 一 1.05 m/s 
再 以 小 车 A、B 与 重 物 C 为 研究 对 象 。 设 A 和 车 与 B 车 相 碰 后 的 共同 速度 为 w ， 同 理 有 


(ma tmstme) vw = (mame) wmpvs 





从 而 得 
vw, = mat mc) mevs 
- ma 十 ma 十 me 
代 人 相应 数据 计算 ， 即 得 两 车 的 共同 速度 
vw = 0.69m/s 
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一 、 质 心 运动 定理 


定 
对 于 质量 不 变 的 质点 系 ， 将 式 12-2) 代入 式 《〈12-9) ， 并 注意 到 Se 一 ac， 


mac 一 DOF: (12-13) 
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式 中 ，ac 为 质点 系 的 质心 的 加 速度 。 

上 式 表明 ; 质点 系 的 质量 与 其 质心 加 速度 的 乘积 ， 等 于 作用 在 该 质点 系 上 
所 有 外 力 的 矢量 和 。 这 称 为 质心 运动 定理 。 

式 (12-13) 与 质点 动力 学 基本 方程 ma 一 五 相似 ， 因 此 ， 可 以 将 质点 系 的 
质心 的 运动 ， 看 成 为 一 个 质点 的 运动 ， 这 个 质点 上 集中 了 整个 质点 系 的 质量 和 
所 受 的 全 部 外 力 。 

式 〈12-13) 同时 还 表明 ， 质 点 系 的 内 力 不 影 响 质 心 的 运动 ， 只 有 外 力 才能 
改变 质心 的 运动 。 例 如 ， 对 于 汽车 而 言 ， 尽 管 发 动机 气缸 内 燃料 燃烧 后 产生 的 
高 温 高 压气 体 的 压力 是 汽车 行驶 的 原动力 ,但 由 于 气体 的 压力 是 内 力 ， 不 能 直 
接 使 汽车 的 质心 运动 。 实 际 上 ， 它 所 推动 的 是 气 包 内 的 活塞 ， 并 经 过 一 套 传动 
机 构 ， 转 动 驱动 轮 ， 靠 驱动 轮 与 地 面 的 摩擦 力 来 推动 汽车 前 进 。 

质心 运动 定理 是 矢量 形式 ， 具 体 运 用 时 应 取 甚 投影 形式 。 例 如 ， 在 平面 情 
况 下 ， 式 (12-13〉 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 形式 为 


mac. 一 Sp 


Nao 一 > 

【 例 12-7〗 如 图 12-7 所 示 ， 质量 为 mi 、 长 

为 /的 匀 质 曲柄 AO 以 等 角速度 w 绕 定 轴 O 〇 转动 ， 

并 带动 质量 为 mz 的 滑 块 人 在 滑 杆 BDE 的 竖 直 滑 

楼 内 滑动 。 滑 杆 BDE 沿 水 平 导轨 少 动 ， 质 量 为 

m3， 质心 位 于 点 C 处 。 开 始 时 .曲柄 AO 水 平 向 

右 。 不计 各 处 摩擦 ， 试 求 ， (1) 系统 质心 的 运动 
规律 ，(2) 轴 〇 处 的 最 大 水 平 约束 力 。 

解 : (1) 求 系统 质心 的 运动 规律 ”建立 图 示 

直角 坐标 系 Ozy， 根 据 质心 坐标 计算 公式 ， 有 图 127 





(12-14 ) 





二 








m1 条 coswttm Lcoswt tms (zcosur 二 去 ) 








LA 十 1mz m3 











, (a) 
mi 7 Sihewt t+ mz Lsinewt 
2 ml 十 m2 十 7h3 
整理 即 得 系统 质心 的 运动 方程 为 
一 mal | 7 十 27tz + 2ms ) f 
< 2Gm 十 zz 十 ms ) 2Cm 十 zz 十 7zz3 ) COSw Cb) 


.= 11 二 27m Lsi 1 
XX 2 十 12 十 1713 ) SiNew 


(2) 求 轴 〇 处 的 最 大 水 平 约束 力 ” 选 取 整 个 系统 为 研究 对 象 ， 在 水 平方 向 上 的 外 力 只 有 
轴 〇 处 的 水 平 约束 力 Fo。( 见 图 12-7)。 
将 式 〈b) 中 的 第 一 式 对 时 间 t 求 二 阶 导数 ， 得 质心 加 速度 在 xz 轴 上 的 投影 
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四 ml 十 27m2 十 27ns 





2 
a0 90m 十 mm Tm) cos 
根据 式 (12-14) 中 的 第 一 式 ， 即 得 
Fo 一 一 二 (mi 十 27mz 十 2773 ) Lew? coswt 


所 以 ， 轴 处 的 最 大 水 平 约束 力 为 
Fo max 一 译 Crm 十 2 二 27m3 ) lo 





【 例 12-8】 如 图 12-8 所 示 ， 电 动机 用 螺栓 固定 其 
在 水 平地 基 上 。 已 知 电动 机 的 外 壳 与 定子 重 Pl， 质 心 
CA 位 于 转子 的 转轴 上 ; 转子 重 P;, .质心 0》 与 转轴 有 
偏心 距 OO 一 e。 若 转子 以 等 角速度 w 转动 ， 试 求 螺 
栓 和 地 基 对 电动 机 的 约束 力 。 

解 : 选取 整个 电动 机 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 12-8 
所 示 。 

以 转轴 O 为 坐标 原点 ， 建 立 固定 坐 标 系 Oizy， 
根据 质心 坐标 计算 公式 ， 在 任 一 瞬时 整个 电动 机 的 质 
心 C 的 坐标 为 














,二 Pse 下 
Xe Pi 二 Pb COSw ) 
a 

一 P,e . 1 
yc Bi +P, Sl 





图 12-8 





将 式 〈a) 对 时 间 z 求 二 阶 导 数 ， 得 电动 机 质心 C 的 加 速度 在 +、y 轴 上 的 投影 











P, ew 
Qc 一 Pi 二 Ps COSKw 
Cb) 
二 了 zew? 
CCG Pi 二 Ps 
根据 质心 运动 定理 的 投影 式 (12-14)， 有 
2 
_ P,ew coswt 一 F, 
Cc) 
_ Pew’ 





sinwt = F,—P;—P; 
由 此 解 得 螺栓 和 地 基 对 电动 机 的 约束 力 


F, = _ Pew’ 





COswt 


卫 ， er 


>， 一 Pi 十 已 :一 
当 电 动机 不 转动 时 ， 螺 栓 和 地 基 只 有 向 上 的 约束 力 Pi 十 P: ， 称 为 静 约 束 力 ; 由 上 述 两 式 


确定 的 电动 机 转动 时 的 约束 力 称 为 动 约束 力 ; 动 约束 力 与 静 约 束 力 的 差 称 为 附加 动 约 束 力 。 
由 上 述 计算 结果 可 见 ， 因 转子 偏心 而 引起 的 附加 动 约束 力 随时 间作 周期 性 变化 ， 而 且 其 数值 





sinewt 


第 十 二 章 动 基 定 理 217 


一 般 要 远 远 大 于 静 约束 力 〈 由 于 电动 机 转子 的 角速度 w 一 般 较 大 )， 故 会 引起 电动 机 振动 ， 其 
至 导致 电动 机 损坏 。 所 以 ， 在 电动 机 的 制造 与 安装 过 程 中 ， 应 避免 转子 偏心 。 

二 、 质 心 运动 守恒 定律 

由 式 〈12-13) 可 知 : 如 果 作 用 于 质点 系 上 所 有 外 力 的 矢量 和 恒 等 于 零 ， 则 
质心 作 匀 速 直线 运动 ， 若 开始 时 质心 是 静止 的 ， 则 其 位 置 保 持 不 变 。 

由 式 〈12-14》 又 知 : 如 果 作 用 于 质点 系 上 所 有 外 力 在 某 坐 标 轴 上 投影 的 代 
数 和 恒 等 于 零 ， 则 质心 速度 在 该 轴 上 的 投影 保持 不 变 ; 车 开始 时 质心 速度 在 该 
轴 上 的 投影 等 于 零 ， 则 质心 沿 该 轴 的 坐标 保持 不 变 。 

上 述 结论 统称 为 质心 运动 守恒 定律 。 

【 例 12-9】 如 图 12-9 所 示 ， 两 根 匀 质 杆 AD 和 BD 在 DD 处 用 光滑 铵 链 相连 。 已 知 两 杆 


长 均 为 /， 质量 各 为 my 、m:， 并 且 ma > 和 。 开 始 时 ， 两 杆 竖 直 静 止 立 于 光滑 的 水 平面 上 . 
然后 在 铅 直 平面 内 向 两 边 分 开 倒 下 。 试 确定 两 杆 倒 地 时 DD 点 的 位 置 。 














图 12-9 


解 ， 取 两 杆 为 研究 对 象 ， 建 立 图 示 固 定 直角 坐标 系 Ozy。 
Xo 一 0 


两 杆 倒 地 时 ， 设 D 点 向 右 移动 zx-， 则 系统 质心 坐标 为 





mo 人 (地 Hz) (本 工 ) 





人 rw == 
2 m1 十 zzzz 


由 于 系统 在 水 平方 向 不 受 外 力作 用 ， 故 由 质心 运动 守恒 定律 ， 系 统 质心 的 横 坐 标 保持 不 
变 ， 即 有 
Tc Xe 
从 而 解 得 


mm) 


mi 二 ms 2 





【 例 12-10】 如 图 12-10 所 示 ， 质量 为 mm 、 倾 角 为 9 的 三 角形 模块 4 放 在 光滑 水 平面 
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上 ; 质量 为 m2 的 杆 BC 可 沿 铝 直 导轨 运动 ， 其 B 端 放 
在 模块 A 上 。 在 图 示 瞬 时 ， 横 块 的 速度 为 vw。， 求 此 时 
系统 质心 的 速度 。 

解 : 选取 模块 A 和 杆 BC 构成 的 系统 为 研究 对 象 ， 
建立 图 示 固 定 直角 坐标 系 Oxy。 

设 任意 瞬时 BC 杆 的 质心 坐标 为 (zac ;ysc )， 棉 块 
A 的 质心 坐标 为 (xa ,ya)， 由 质心 坐标 计算 公式 ， 系 统 
的 质心 坐标 为 









































ze 一 到 ye = 四 om 图 12-10 
将 上 式 对 时 间 求 一 阶 导数 ， 并 代 人 
5 va, Sy 0 
dxzac 0， dyBc , 
dt dz 
即 得 系统 质心 速度 在 x、y 轴 上 的 投影 
Vcr 一 dze 一 2 Ua,s Uo dye 2 UB 
dt mi -ms > dt mi 十 1 
运用 点 的 速度 合成 定理 ， 可 以 求 得 ( 见 图 12-10) 
vs 二 vAtang 
从 而 得 到 
Vr 一 mm i UA, Voy 一 一 mn 


所 以 ， 此 时 系统 质心 的 速度 为 
ve = Vw 二 Ky 一 TA V 1 十 tam 9 


m1 二 m2 





复习 思考 题 


12-1 什么 是 质点 系 的 动量 ? 如 何 计算 质点 系 的 动量 ? 

12-2 ”质点 作 匀 速 曲线 运动 时 ， 它 在 每 一 瞬时 的 动量 是 否 都 相等 ?” 为 什么 ? 

12-3 动量 是 瞬时 量 ， 冲 量 也 是 瞬时 量 。 该 表述 对 吗 ? 

12-4 ”内力 能 否 改变 质点 系 的 动量 ? 为 什么 ? 

12-5 若 质 点 系 的 动量 为 零 ， 该 质点 系 就 一 定 处 于 静止 状态 。 这 一 表述 是 否 正确 ? 为 什么 ? 
12-6 质点 系 的 动量 是 否 一 定 大 于 其 中 任 一 质点 的 动量 ? 

12-7 在 什么 情况 下 质点 系 动量 守恒 ? 在 什么 情况 下 质点 系 动 量 在 某 轴 上 的 投影 恒 等 ? 
12-8 ”质点 系 动量 守恒 时 ， 其 质心 一 定 静 止 不 动 。 这 一 表述 是 否 正确 ?为 什么 ? 

12-9 质点 系 的 内 力 能 否 改 变质 心 的 运动 ? 为什么? 

12-10 ”高 空 作业 的 安全 网 为 什么 可 以 保护 从 高 空 掉 下 来 的 人 ? 
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习 题 
12-1 习题 12-1 图 所 示 各 个 物体 都 是 匀 质 的 ， 而 且 质 量 皆 为 m， 试 求 出 各 个 物体 在 图 示 
位 置 时 的 动量 。 


0 > 
Pa 
a) b) c) d) 


习题 12-1 图 


12-2 ”如 习题 12-2 图 所 示 ， 质 量 同 为 m 的 匀 质 杆 
AO、AB 的 长 度 分 别 为 {! 、is; 匀 质 滚轮 的 半径 为 只 、 质 
量 也 为 m。 若 已 知 杆 AO 的 角速度 为 w， 并 假设 滚轮 只 滚 
不 滑 ， 试 求 图 示 瞬 时 系统 的 动量 。 

12-3 汽车 以 10 m/s 的 速度 在 水 平 直道 上 行驶 。 设 车 
轮 在 制 动 后 立即 停止 转动 ， 试 问 车 轮 对 地 面 的 摩擦 因数 了 
应 为 多 大 方 能 使 汽车 在 制 动 6 s 后 停止 ? 

12-4 小 车 重 2400 N， 以 速度 0. 1 m/s 沿 光滑 水 平 轨 习题 12-2 图 
道 作 匀 速 直 线 运动 。 一 重 为 500 N 的 人 垂直 跳 上 小 车 ， 试 
求 小 车 和 人 一 起 运动 时 的 速度 。 

12-5 机 车 质量 为 zx ， 以 速度 w 与 静止 在 平 直 轨 道上 的 车 朋 对 接 ， 车 厢 质 量 为 was 。 若 
不 计 摩 擦 ， 试 求 对 接 后 列车 的 速度 vw 以 及 机 车 损失 的 动量 。 

12-6 ”如 习题 12-6 图 所 示 ， 子 弹 质 量 为 0.15 kg， 以 速度 mm 二 600 m/s 沿 水 平 线 击 中 圆 盘 
的 中 心 。 设 圆 盘 质 量 为 2 kg， 静 止 地 放置 在 光滑 水 平 支 座 上 。 如 子弹 穿 出 圆 盘 时 的 速度 ww 一 
300 m/s， 试 求 此 时 圆 盘 的 速度 mm 。 











uy | 
E> 一 
zz 
习题 12-6 图 


12-7 ”如 习题 12-7 图 所 示 ， 浮 动 起 重 机 举 起 质量 wm 一 2000 kg 的 重 物 。 起 重 机 质量 ze 一 
20000 kg, 吊 杆 4O 长 8 m。 开 始 时 ， 吊 杆 与 铅 直 位 置 成 60" 角 。 水 的 阻力 与 杆 重 均 略 去 不 计 ， 
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当 帅 杆 AO 转 到 与 铅 直 位 置 成 30" 角 时 ， 试 求 浮动 起 重 机 的 位 移 。 

12-8 习题 12-8 图 所 示 机 构 中 ， 鼓 轮 的 质量 为 mw ， 质 心 位 于 转轴 @ 〇 上 。 重 物 A 的 质量 
为 m:、 重 物 B 的 质量 为 m;。 斜 面 光滑 ,倾角 为 9。 若 已 知 重 物 A 的 加 速度 为 a， 试 求 轴 〇 的 
约束 力 。 

















习题 12-7 图 习题 12-8 图 


12-9 如 习题 12-9 图 所 示 ， 匀 质 杆 4AO 长 21、 质 量 为 m， 绕 通过 O 端的 水 平 轴 在 铅 直面 
内 转动 。 当 转 到 与 水 平 线 成 g 角 时 ， 杆 AO 的 角速度 与 角 加 速度 分 别 为 w 与 a。 试 求 此 时 轴 O 
的 约束 力 。 

12-10 ”如 习题 12-10 图 所 示 . 一 匀 质 三 棱柱 A 放置 在 水 平面 上 ， 其 斜面 上 又 放置 了 另 一 
匀 质 三 棱柱 B。 已 知 两 三 楼 柱 的 横 截 面 均 为 直角 三 角形 ， 质 量 mm = 3ms ， 几 何 尺寸 如 图 所 
示 。 设 初始 系统 静止 ， 所 有 接触 面 的 摩擦 均 忽 略 不 计 ， 试 求 三 棱柱 A 的 加 速度 以 及 地 面 的 约 
束 力 。 








习题 12-9 图 习题 12-10 图 


12-11 在 上 题 中 ， 当 三 棱柱 B 沿 三 棱柱 A 下 滑 接 触 到 水 平面 时 ， 试 求 三 棱柱 4 移动 的 
距离 。 
12-12 ”如 习题 12-12 图 所 示 ， 已 知 匀 质 半 圆 板 的 质量 


mn、 半 径 RR、 角 速度 wo、 角 加 速度 a、 质心 位 置 CO = 仅 。 


试 求 在 图 示 位 置 时 (gq 角 为 已 知 )， 轴 O 〇 的 约束 力 。 

12-13 一 凸轮 机 构 如 习题 12-13 图 所 示 ， 凸 轮 为 甸 质 
圆 轮 ， 绕 定 轴 O 以 等 角速度 w 转动 ， 带 动 质量 为 m 的 夹 
板 作 往 复 直线 平移 。 已 知 凸轮 质量 为 m: ， 半 径 为 +， 偏心 
距 为 e。 试 求 螺 栓 和 地 基 对 机 构 的 附加 动 约束 力 。 习题 12-12 图 
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12-14 如 习题 12-14 图 所 示 ， 匀 质 杆 AO 长 为 1!， 直 立 在 光滑 的 水 平面 上 。 当 它 从 锁 垂 位 
置 无 初速 地 倒 下 时 ， 试 求 杆 端 A 的 轨迹 。 


| 














习题 12-13 图 习题 12-14 图 


12-15 ”如 习题 12-15 图 所 示 ， 曲 柄 连 杆 滑 块 机 构 安装 在 平台 上 ， 平 台 放置 在 光滑 的 基础 
上 , 已 知 AO = AB = 1; 曲柄 AO 重 P, ， 以 等 角速度 w 绕 定 办 O 转动 ， 连 村 AB 重 P:， 平 
台 重 P, ， 滑 块 也 的 重量 不 计 。 曲 柄 、 连 杆 和 平台 均 为 匀 质 。 若 ! 一 0 时 gp = 0， 且 平台 的 初 
速度 为 零 ， 试 求 平台 的 水 平 运动 规律 以 及 基础 对 平台 的 约束 力 。 

12-16 ”如 习题 12-16 图 所 示 ， 一 长 为 /、 质 量 为 ma 的 单 押 了 ， 其 支点 匀 接 在 一 可 沿 光 少 
水 平 轨道 作 直 线 平移 的 滑 块 A 上 ， 滑 块 A 的 质量 为 ma。 若 不 计 摆 杆 AB 的 质量 ，1) 求 任意 
时 刻 轨道 对 滑 块 4 的 约束 力 ; 2) 若 运动 开始 时 ，z = zo、g 二 gp、 二 0、% 一 0， 试 求 滑 
块 A 的 运动 方程 以 及 单 摆 忆 的 轨迹 方程 。( 说 明 : 将 计算 结果 表达 为 及 其 导数 的 函数 ) 


上 




















习题 12-15 图 习题 12-16 图 


第 十 三 章 
动量 矩 定理 


上 一 章 研究 的 动量 定理 ， 建 立 了 物体 上 的 作用 力 与 动量 变化 之 间 的 关系 。 
它 仅 从 一 个 侧面 反映 了 质点 系 机 械 运动 规律 ， 并 不 适合 于 所 有 场合 。 例 如 ， 符 
刚体 在 外 力作 用 下 绕 通 过 质心 的 定 轴 转动 ， 则 无 论 其 运动 状态 如 何 变 化 ， 它 的 
动量 都 恒 等 于 零 。 因 此 ， 动 量 定理 也 就 无 法 描述 这 种 情况 下 物体 的 运动 规律 。 

本 章 学 习 的 动量 矩 定理 则 是 从 另 一 个 侧面 ， 揭 示 了 质点 系 相 对 于 某 轴 (或 
某 点 ) 的 运动 规律 ， 常 被 用 来 解决 转动 物体 的 动力 学 问题 。 





第 一 节 质点 和 质点 系 的 动量 知 


一 、 质 点 的 动量 算 


质点 的 动量 是 对 质点 的 运动 强度 的 一 种 
度量 。 而 质点 的 动量 矩 则 是 对 质点 相对 于 某 
轴 (或 菜 点 ) 的 运动 强度 的 一 种 度量 。 

设 质 点 的 质量 为 mw， 速度 为 wv， 动量 为 
mv 。 有 定 轴 z， 取 平面 x 一 y 垂直 于 轴 z， 交 
轴 z 于 点 DO， 如 图 13-1 所 示 。 与 力 对 轴 的 矩 
类 似 ， 定 义 





图 13-1 


Mmv ) 一 Mo(Gmmas) 王 十 mm (13-1 ) 
为 质点 对 轴 z 的 动量 和 矩 。 式 中 ，mwwy 为 质点 动量 mw 在 平面 zx 一 ”上 的 投影 。 
质点 对 轴 的 动量 矩 为 代数 量 ， 其 正 负 号 的 规定 与 力 对 轴 的 矩 的 正 负 号 的 规 
定 相同 ， 即 从 轴 z 的 正 向 往 负 向 看 去 ， 逆 时 针 转 向 为 正 ， 顺 时 针 转 向 为 负 ; 同 
样 也 可 以 按照 右手 螺旋 法 则 来 确定 。 
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在 国际 单位 制 中 ， 动 量 和 矩 的 单位 为 kg "ma/s《〈 王 克 。 米 */ 秒 )。 
二 、 质 点 系 的 动量 和 矩 


质点 系 对 轴 的 动量 矩 定义 为 质点 系 内 所 有 质点 对 同一 轴 的 动量 矩 的 代数 和 ， 
记 作 工 ， 即 


L. 一 > M., (mvwi) (13-2 ) 
三 、 刚 体 的 动量 矩 
刚体 平移 时 ， 相 将 刚体 的 全 部 质量 集中 于 质心 ， 按 质点 的 动量 矩 来 计算 。 
刚体 绕 定 轴 转 动 时 ， 设 其 上 任 一 质点 i 的 质量 为 m;， 转 zl 


动 半径 为 r;:， 角 速度 为 。 ( 见 图 13-2)， 则 由 式 〈13-2)， 得 
其 对 转轴 z 的 动量 矩 为 
1 = OM.) 一 >) mviri) — wmir?) 
令 ,一 > (mr?) ， 称 为 刚体 对 轴 z 的 转动 惯量 ， 则 有 0 
L; 二 jw (13-3 ) 
即 绕 定 轴 转 动 刚 体 对 转轴 的 动量 矩 等 于 刚体 对 转轴 的 转动 惯 
量 与 转动 角速度 的 乘积 。 








具有 质量 对 称 平面 的 刚体 平面 运动 时 ， 若 轴 z 为 垂直 于 y 
刚体 质量 对 称 平面 的 固定 轴 ， 则 可 以 证 明 图 132 
L, 一 M.(m Vc) 十 Ja (13-4 ) 


式 中 ，wc 为 刚体 质心 C 的 速度 ; ww 为 刚体 的 角速度 ; zc 为 平行 于 轴 z 的 质心 轴 。 
即 平 面 运动 刚体 对 垂直 于 质量 对 称 平面 的 固定 轴 的 动量 矩 ， 等 于 刚体 随同 质心 
平移 时 对 该 轴 的 动量 矩 再 加 上 刚体 绕 与 该 轴 平行 的 质心 轴 转 动 时 对 该 质心 轴 的 
动量 矩 。 
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一 、 质 点 的 动量 矩 定理 


可 以 证 明 ， 质 点 对 某 固定 轴 “或 某 固定 点 ) 的 动量 矩 对 时 间 的 一 阶 导 数 ， 
等 于 作用 于 质点 上 的 力 对 该 轴 (或 该 点 ) 的 矩 ， 即 


FIM. (mu )] = M.(F) (13-5 ) 
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这 称 为 质点 对 固定 轴 (或 固定 点 ) 的 动量 矩 定理 。 
二 、 质 点 的 动量 矩 守 恒定 律 


由 式 〈13-5) 可 知 : 如 果 作 用 于 质点 上 的 力 对 某 固定 轴 (或 某 固定 点 ) 的 和 矩 
i 则 质点 对 该 轴 (或 该 点 ) 的 动量 和 矩 保 持 不 变 。 即 ， 若 M.(F) 一 

则 

Mlmw ) 二 常量 

上 述 结论 称 为 质点 的 动量 矩 守恒 定律 。 

【 例 13-1】 如 图 13-3 所 示 ， 已 知 小 球 的 质量 为 m， 线 长 为 !/。 当 t 二 0 时 ， 将 小 球 在 
9 三 gp 的 位 置 上 无 初速 地 释放 ， 假 设 go。< 安 1， 试 求 小 球 作 微 幅 摆动 时 的 运动 规律 。 

解 : 选取 小 球 为 研究 对 象 。 其 受 力 如 图 13-3 所 示 。 

小 球 的 运动 轨迹 是 以 O 为 圆心 、! 为 半径 的 圆 弧 。 设 在 一 般 
位 置 ， 小 球 的 速度 为 wv， 则 小 球 对 O 轴 的 动量 矩 为 





0 





Momv ) = mvul 
根据 质点 的 动量 和 矩 定理 ， 得 
ml 虹 = —mglsing (a) my 
将 v= 二 5s 二 Lp 代入 式 (a)， 得 到 
yt Esing 一 0 (b) 2 
当 小 球 作 微 幅 摆 动 时 ， 有 sing = g， 式 b) 可 改写 为 图 133 
pty 一 0 Ce) 


解 微分 方程 (c)， 并 代入 初始 条 件 ; t 一 0 时 ，9 一 go、9 一 0， 即 得 小 球 作 微 幅 摆动 时 


的 运动 方程 
9 一 mcos(、 /有 
可 知 ， 小 球 摆动 的 角 振 幅 为 mw， 周期 为 zxA/ 二 。 


三 、 质 点 系 的 动量 矩 定理 


设 质点 系 由 ?个 质点 组 成 ， 其 中 第 ;个 质点 的 质量 为 mm;， 速 度 为 w; 外 部 物 
体 对 该 质点 的 作用 力 为 i， 质点 系 内 其 他 质点 对 该 质点 的 作用 力 为 天， 根据 质 
点 的 动量 矩 定理 ， 有 


GEM., Cm Di) 一 M,(F:)+M.F') 
这 样 的 方程 有 4 个 ,将 个 方程 两 边 相 加 ， 得 到 
5 FIM. Gm 0)] = DM.CFY) + DM.CF) 
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改变 上 式 中 求 和 与 求 导 的 顺序 ， 并 注意 到 ， 内 力 FF 总 是 成 对 出 更 ， 大 小 相 
等 ， 方 向 相反 ， 对 = 轴 的 矩 的 代数 和 > M.( 丽 ) 一 0 ， 即 可 得 到 
cf — SM.CF:) (13-6) 
上 式 表 明 : 质点 系 对 某 固定 轴 〈 或 某 固定 点 ) 的 动量 矩 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 等 
于 作用 于 质点 系 上 所 有 外 力 对 该 轴 (或 该 点 ) 的 矩 的 代数 和 。 这 就 是 质点 系 对 
固定 轴 〈 或 固定 点 ) 的 动量 矩 定 理 。 
【 例 13-2】 如 图 13-4 所 示 . 跨 过 定 滑轮 O 的 一 根 细 绳 的 两 端 分 别 
连 着 重 物 4 和 B。 已 知 滑轮 O 的 半径 为 >; 重 物 A、B 的 质量 分 别 为 
m1、mz， 且 mm 放 mz。 假 设 强 与 轮 之 间 不 打滑 ， 并 不 计 滑 轮 质 量 与 轴承 
摩擦 ， 试 求 重 物 4 的 加 速度 。 
解 ， 以 重 物 A、B 和 滑轮 O 构成 的 质点 系 为 研究 对 象 ， 系 统 受 力 和 
运动 分 析 如 图 13-4 所 示 。 
系统 对 轴 O 的 动量 矩 为 
Lo = mvrtt mz ur 
作用 于 系统 上 的 外 力 对 轴 的 矩 的 代数 和 为 
> MF:) = mer— mgr 
根据 质点 系 的 动量 矩 定理 ， 有 








号 (vr ma vr) 一 mm gr— ms gr 


解 得 重 物 A 的 加 速度 为 


df m1 二 m3 





a 





【〖 例 13-33〗 如 图 13-5 所 示 . 在 矿井 提升 
设备 中 ， 两 个 鼓 轮 辕 连 在 一 起 ， 总 质量 为 m， 
质心 与 转轴 QO 重合 ， 对 转轴 O 的 转动 惯量 为 
Joi 在 半径 为 ri 的 鼓 轮 上 用 绳 悬 挂 一 质量 为 
m 的 重 物 A; 在 半径 为 ”的 鼓 轮 上 用 绳 牵引 
一 质量 为 mz 的 小 车 B 沿 倾角 为 9 的 斜面 向 上 
运动 ， 小 车 的 牵引 强 与 斜面 平行 ， 在 鼓 轮 上 作 
用 有 一 不 变 的 力 偶 矩 M。 假 设 绳 与 轮 之 间 不 打 
滑 ， 并 不 计 绳 索 质量 和 各 处 摩擦 ， 试 求 小 车 上 
升 的 加 速度 。 

解 : 选取 整个 系统 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 与 运动 分 析 如 图 13-5 所 示 。 

作用 在 质点 系 上 的 外 力 有 三 个 物体 的 重力 mg、mzg、mg ， 鼓 轮 上 的 力 偶 矩 M， 轮 轴 O 
以 及 斜面 处 的 约束 力 Fa 、Fo, 、F\.。 

质点 系 对 转轴 O 的 动量 矩 为 
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Lo = Jowtmi vr tm wr 
其 中 , wi 三 niw、 vw 二 rew, 代入 上 式 有 
Lo = (Jo 十 和 并 十 mi 过) 
注意 到 ，F\ 与 wog 沿 斜 面 法 线 方向 的 分 力 对 O 的 矩 相互 抵消 ， 故 作用 于 系统 上 的 所 有 
外 力 对 转轴 O 的 矩 的 代数 和 为 
MO CR) = M+ mgr — megresing 
由 质点 系 的 动量 矩 定理 ， 即 有 
(Joi+mrniimri)oy = Mimer—m gr sing 
解 得 就 轮 的 角 加 速度 


, M+ (min —m2r sing) g 
° ® Jo 十 mma 过 十 mo 大 


于 是 ， 小 车 上 升 的 加 速度 为 





a = or, 一 ra [M+ (mr —m2rzsing) g] 
®? Jotmiri tmars 


四 、 质 点 系 的 动量 和 矩 守恒 定律 


由 式 (13-6) 可 知 : 如 果 作 用 于 质点 系 上 所 有 外 力 对 某 固定 轴 〈 或 某 固定 
点 ) 的 矩 的 代数 和 恒 等 于 零 ， 则 质点 系 对 该 轴 (或 该 点 ) 的 动量 矩 保 持 不 变 。 


即 , 若 >)M.GF) 一 0 ， 则 





L, 一 常量 
上 述 结论 称 为 质点 系 的 动量 矩 守 恒定 律 。 

【 例 13-4】 如 图 13-6a 所 示 ， 小 球 A、 
B 质 量 丝 为 m， 以 细 绳 AB 相连 。 系 统 绕 轴 z 
自由 转动 ， 初 始 时 系统 的 角速度 为 w。。 若 构 
件 质量 与 各 处 摩擦 忽略 不 计 ， 试 求 当 细 强 AB 
断 开 后 ， 各 杆 与 铅 垂 线 成 8 角 时 系统 的 角速度 
w 【〈 见 图 13-6b) 。 

解 : 以 整个 系统 为 研究 对 象 。 作 用 于 质 
点 系 上 的 外 力 有 重力 和 轴承 的 约束 力 ， 它 们 
对 转轴 z 的 矩 便 为 零 ， 因 此 ， 质 点 系 对 转轴 = 
的 动量 矩 守恒 。 

初始 时 ， 质 点 系 对 轴 z 的 动量 矩 为 ?) 

La = 2ma’?wo 图 13-6 

当 细 绳 AB 断 开 、 各 杆 与 铝 垂 线 成 人 角 时 ， 质 点 系 对 转轴 z 的 动量 和 矩 为 

工 . = 2m (〈a 十 /sin0)2w 

根据 质点 系 动 量 矩 守恒 定律 ， 即 得 





2 


a 
© (atlsing)®" 
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第 三 节 ”刚体 绕 定 轴 转 动 微分 方程 


一 、 刚 体 绕 定 轴 转动 微分 方程 


对 于 绕 定 轴 转动 刚体 ， 将 式 〈13-3) 代入 式 (13-6)， 即 可 得 到 
Ja 一 Ja 一 六 六 一 > MF.) (13-7 ) 
上 式 称 为 刚体 绕 定 轴 转 动 微分 方程 。 它 表明 : 刚体 绕 定 轴 转 动 时 ， 刚 体 对 转轴 
的 转动 惯量 与 角 加 速度 的 乘积 等 于 作用 于 刚体 上 所 有 外 力 对 转轴 的 和 矩 的 代数 和 。 
二 、 转 动 惯 量 
1. 转动 惯量 的 定义 
由 式 〈13-7) 可知 ， 刚 体 对 轴 z 的 转动 惯量 是 对 刚体 绕 轴 z 的 转动 惯性 的 度 
量 。 它 的 定义 已 在 本 章 第 一 节 中 介绍 ， 为 
J = >) (mr?) (13-8 ) 
由 上 式 可 见 ， 转 动 惯量 恒 为 正 值 ， 其 大 小 不 仅 与 刚体 的 质量 大 小 和 质量 分 布 有 
关 ， 还 与 轴 xz 的 位 置 有 关 。 
在 国际 单位 制 中 ， 转 动 惯量 的 单位 为 kg， m? (千克 ， 米 ?)，。 
当 刚 体 的 质量 连续 分 布 时 ， 转 动 惯量 的 定义 式 可 写成 积分 形式 ， 即 
J. = | am (13-9 ) 
2. 简单 形状 的 匀 质 物体 的 转动 惯量 
下 面 以 例题 的 形式 ,计算 几 种 简单 形状 的 匀 质 物体 的 转动 惯量 。 
【 例 13-5】 长 为 /、 质量 为 mm 的 匀 质 细 长 杆 ， 如 图 13-7 所 示 ， 试 求 其 对 通过 杆 端 且 与 杆 


垂直 的 轴 xz 的 转动 惯量 。 
x dx " 
{ 


图 13-7 








解 : 沿 杆 长 任 取 一 微 段 dz ( 见 图 13-7)， 其 质量 dm 一 了 dr， 由 式 (13-9)， 得 杆 件 对 轴 
zx 的 转动 惯量 





- 1 
|,2 2 mm 1 
J =|z dm | 六 dz 了 7 
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〖 例 13-6】 半径 为 RR、 质 量 为 m 的 匀 质 圆 盘 ， 如 图 13-8 
所 示 ， 试 求 其 对 过 中 心 D 且 与 盘面 垂直 的 轴 z 的 转动 惯量 。 

解 : 在 圆 盘 上 取 一 半径 为 >、 宽度 为 dr 的 薄 圆 环 〈 见 图 
13-8) ， 其 质量 dm 一 -Re 。 2rrdr， 根 据 式 〈13-9)， 得 圆 盘 对 
轴 z 的 转动 惯量 

了 Jr dm | rdr 一 记 mR 

简单 形状 的 匀 质 物体 的 转动 惯量 可 从 有 关 手 册 中 
查 到 。 表 13-1 中 列 出 了 一 些 ， 以 供 参 考 。 在 查阅 转 
动 惯量 时 ， 应 特别 注意 所 对 应 的 坐标 轴 。 

3. 回转 半径 〈 或 惯性 半径 ) 

定义 











px- 一 人 /过 (13-10 ) 


为 刚体 对 轴 z 的 回转 半径 〈 或 惯性 半径 ) 。 
在 引入 回转 半径 后 ， 转 动 惯 量 即 可 表示 为 
J: 一 70 (13-11 ) 
即 转动 惯量 等 于 质量 与 回转 半径 平方 的 乘积 。 
表 13-1 中 同时 列 出 了 简单 形状 的 匀 质 物体 的 回转 半径 。 


表 13-1 简单 形状 的 匀 质 物体 的 转动 惯量 与 回转 半径 

















转动 惯量 回转 半径 
Je 一 mt pz = 二 = 0. 289/ 
12 C 2vV3 
J 一 寺 mni pz = ,= 0.5774 
V3 
J 二 起 mb? — lp — 0.289b 
i “2 
一 工 
Jy 一 py = pa = 0. 2894 
1 2 
J: 一 iam(a +e ) = 过 TF 
( 轴 z 通 过 质心 C 
且 垂 直 于 薄板 平面 ) 一 0. 289 waz 十 妈 
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( 续 ) 
转动 惯量 回转 半径 
2 十 2 
Jr = 二 =( 刀 十 c) pz 一 2 Ta 
1 3 
J,y 一 Tom ta?) py = < 1 
1 
J = ma th) _ /248 
了 人 12 
了 
J:=Jy= 二 mR 1 
SN 
J ( 轴 z 通过 质心 C oe =R 
且 垂 直 于 圆 环 平面 ) 
薄 贺 板 
7 J = J = 二 mR ， 
1 perp = sR 
7\ J 一 mR? ) 
| ( 轴 = 通过 质心 C 一 方 R 
且 垂 直 于 阅 板 平面 ) 





f=J,= 下 mm(2+3R2) 


一 上，R2 
J: 一 2 mR 








_ _ /ef 
Py 12 














J =J,= 襄 m(4R2 十 2) 


一 3mR? 
了 omR 





pr = ER = 0. 632R 





一 一 /3.04Rz 十 7 


一 /3R 一 
pz 一 oF 一 0. 548R 
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4. 平行 移 轴 公 式 
可 以 证 明 : 刚体 对 任 一 轴 的 转动 惯量 ， 等 于 刚体 对 与 该 轴 平 行 的 质心 轴 的 
转动 惯量 ， 再 加 上 刚体 的 质量 与 两 轴 间 距离 平方 的 乘积 ， 即 
J -一 JJ。 十 mi (13-12 ) 
式 中 ，zc 为 质心 轴 ; z 为 与 质心 轴 zc 平行 的 任 一 轴 ; 4 为 两 轴 间 的 距离 。 该 式 
称 为 转动 惯量 的 平行 移 轴 公 式 。 
【 例 13-7】 图 13-9 所 示 为 质量 为 mw、 长 为 1 的 匀 ， 
质 杆 ， 试 求 杆 对 质心 轴 zc 的 转动 惯量 。 
解 : 由 例 13-5 知 ，J。 = 村 mwP， 根 据 平行 移 轴 公 0 
式 ， 式 〈13-12)， 即 得 
，_ 1 ， [I\? 1 ， 
Ji 一 太一 mi 一 言 mi 一 m (六 ) = Tm 





| 














<C 





【 例 13-8】〗】 如 图 13-10 所 示 ， 复 摆 由 匀 质 细 杆 和 勺 质 圆 盘 固 
连 而 成 。 已 知 杆 的 质量 为 mm 、 长 为 i: 圆 盘 的 质量 为 wa 、 直 径 为 
4Q; 在 图 示 位 置 ， 摆 的 角速度 为 w。 试 求 复 摆 对 轴 O 的 动量 矩 。 
解 : 匀 质 细 杆 对 轴 O 的 转动 惯量 
Jo 一 二 ma 已 
匀 质 圆 盘 对 轴 O 的 转动 惯量 利用 平行 移 轴 公 式 计算 ， 得 到 
Jo = Jo me (i+t2) 一 Sm (4g) 7 (4 dy =m( 训 Ee ted) 


2 
于 是 ， 整 个 复 摆 对 轴 O 的 转动 惯量 为 











Jo = Ja 十 Jo = sme | mz ( sd FF 二 1d) 图 13-10 
由 式 (13-3)， 得 复 摆 对 轴 O 的 动量 矩 为 
Lo = Joo = [Smetm (Satrtia) lo 








【 例 13-9】 义 质 杆 AO 长 1!， 质量 为 m， 其 〇 端 用 贸 
链 支 承 ，A 端 用 细 强 悬挂， 如 图 13-11 所 示 。 试 求 细 强 突 
然 断 裂 瞬 时 ， 贸 链 O 的 约束 力 。 

解 : 细 强 断裂， 杆 受 重力 mg 与 匀 链 O 的 约束 力 Fo 、 
Fo 作用 ， 受 力图 见 图 13-11。 

细 强 断裂 后 ， 杆 AO 绕 定 轴 O 转动 ， 在 断裂 瞬时 ， 其 
角速度 w 为 零 ， 但 角 加 速度 不 等 于 零 。 

由 刚体 绕 定 轴 转 动 微分 方程 ， 有 


1 ， 1 
了 7 ol 一 —mg 2 
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得 细 绳 断 弄 瞬 时 杆 AO 的 角 加 速度 


一 38 
”2 
在 此 瞬时 ， 杆 质心 的 加 速度 
aE 二 pe 一 0 | 
(a) 
! i 3 
ac 一 D0 一 48 
根据 质心 运动 定理 ， 有 
mat 一 一 下 or | Cb) 
mat 一 mg— Fo, 


联 立 式 (a)、 式 〈(b)， 求 得 贸 链 O 的 约束 力 为 


1 
Fo 一 0， Foy 一 8 








【 例 13-10】 。” 带 轮 传动 装置 如 图 13-12a 所 示 ， 主 动 轮 O 与 从 动 轮 0; 对 各 自转 轴 的 转动 
惯量 分 别 为 用 与 J]。， 重 量 分 别 为 P 与 P, ， 半 径 分 别 为 和 产 ; 主动 轮 O 上 作用 一 力 个 矩 
M。 车 不 计 带 的 质量 和 轴承 摩擦 ， 试 求 主动 轮 与 从 动 轮 的 角 加 速度 。 


[2 | 
M 
Se 六 
Ab 
al Pl 
b) 


a) 
解 : 分 别 选 取 主 动 轮 、 从 动 轮 为 研究 对 象 ， 其 受 力 分 析 和 运动 分 析 如 图 13-12b 所 示 。 
由 刚体 绕 定 轴 转 动 微 分 方程 ， 分 别 有 
Jo = M+Fi— Fn 
J20» = (PF,— Fi)r 
由 于 om 二 gsrz、F 二 FI、 下 二 F， 故 解 得 主动 轮 与 从 动 轮 的 角 加 速度 分 别 为 





图 13-12 


-Ms 
和 J 1 十 Jani 
Mnr; 
本 1 十 J2rf 
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可 以 证 明 ， 若 平面 运动 刚体 具有 质量 对 称 平面 ， 且 其 运动 平面 与 该 质量 对 
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称 平面 平行 ， 则 有 





Jeca= Jcw% = c= 2)Mc(F.) (13-13 ) 
其 中 ， 轴 C 为 垂直 于 运动 平面 的 质心 轴 。 
将 式 (13-13) 与 质心 运动 定理 联 立 ， 有 
me 一 之 下 (13-14 ) 
Jeca 一 Jeo = Je$ = 2 MF) 
上 式 称 为 刚体 的 平面 运动 微分 方程 。 在 实际 应 用 时 ， 前 一 式 可 取 投 影 形 式 。 例 
如 ， 其 直角 坐标 形式 的 投影 式 为 


mac. 一 mvc. = mie 一 > PF, 

















ma = mvc = mc = 2) Fs (13-15 ) 
Jca=Jcw = JcY = 2 Mc(F.) 
利用 刚体 的 平面 运动 微分 方程 ， 可 方便 求解 平面 运动 刚体 的 动力 学 问题 。 
【 例 13-11】 如 图 13-13 所 示 ， 半 径 为 x-、 质 量 为 m 的 
匀 质 圆 轮 在 常 力 偶 矩 1M 的 作用 下 沿 平 直路 面 作 纯 滚动 。 已 
知 轮 与 路 面 间 的 静摩擦 因数 为 f,， 试 求 轮 心 C 的 加 速度 以 
及 轮 受 到 的 实际 摩擦 力 。 
解 ， 轮 的 受 力 分 析 与 运动 分 析 如 图 13-13 所 示 。 由 于 轮 
作 纯 滚动 ， 因 此 ac = ar， 轮 所 受 的 摩擦 力 F, 为 静摩擦 力 。 
取 图 示 直 角 坐 标 系 ， 根 据 刚体 的 平面 运动 微分 方程 ， 有 


mac 一 下。 








macy 一 Fn—mg 
二 mor2a 一 M—F.r 
将 ac = ac = aor、ao 二 0 代入 上 式 ， 联 立 解 之 ， 得 轮 心 C 的 加 速度 以 及 轮 受 到 的 实际 


摩擦 力 分 别 为 
_2M 2M 


3mr” * 37 





CC 


讨论 : 轮作 纯 滚 动 时 ， 轮 所 受 摩擦 力 为 静摩擦 力 ， 故 由 F. 坟 Fm 二 fFn 二 fmg， 可 
得 该 圆 轮 作 纯 滚动 的 条 件 为 


M< fmgr 


【 例 13-12】 如 图 13-14a 所 示 ， 已 知 匀 质 杆 AB 长 为 !， 质 量 为 mm。 若 不 计 滑 块 A 的 质 
量 和 滑 模 摩擦， 试 求 当 绳 子 BO 断裂 瞬间 滑 模 的 约束 力 以 及 杆 A4B 的 角 加 速度 。 
解 : 选取 杆 AB〔 含 滑 块 4) 为 研究 对 象 。 在 绳 断裂 瞬间 ,， 杆 AB 的 角速度 为 零 ， 其 受 力 


第 十 三 章 动量 类 定理 233) 








a) b) 
图 13-14 
分 析 和 运动 分 析 如 图 13-14b 所 示 。 
建立 图 示 直 角 坐 标 系 ， 根 据 刚 体 的 平面 运动 微分 方程 ， 有 
mac: 一 mgsin30" 


macy 一 mgcos30 — FN (a) 


二 ma = Fy 二 cos30" 
上 述 三 个 方程 中 包含 了 四 个 未 知 量 ， 不 可 解 ， 需 要 根据 运动 学 知识 建立 补充 方程 。 绳 断 
裂 后 ， 杆 AB 作 平 面 运动 ， 取 点 A 为 基点 ， 由 基点 法 ， 质 心 C 的 加 速度 
ac = aa tata 十 ap (b) 


其 中 , al 一 名 wj? 一 0、o 一 总 e。 将 式 (b) 两 边 向 y 轴 投影 ， 有 





acy = acos 30° Cc) 


2 
联 立 式 (a) 与 式 《c)， 解 得 当 绳子 BO 断裂 瞬间 ， 滑 槽 的 约束 力 以 及 杆 AB 的 角 加 速度 
分 别 为 


复习 思考 题 


13-1 质点 对 某 轴 的 动量 矩 是 如 何 定义 的 ? 试 比较 力 怎 和 动量 矩 的 异同 。 

13-2 ”内 力 能 和 否 改 变质 点 系 的 动量 矩 ? 

13-3 ”质点 系 动量 矩 守 恒 的 条 件 是 什么 ? 质点 系 动量 矩 守恒 时 ， 其 中 各 质点 的 动量 矩 是 
否 也 守恒 ? 

13-4 ”何谓 刚体 对 轴 z 的 转动 惯量 ? 它 与 哪些 因素 有 关 ? 

13-5 ”什么 是 回转 半径 ? 它 是 否 就 是 物体 质心 到 转轴 的 距离 ? 

13-6 质点 系 对 某 轴 的 动量 矩 是 否 等 于 质点 系 质心 的 动量 对 该 轴 的 矩 ? 为 什么 ? 

13-7 平面 运动 刚体 ， 如 所 受 外 力 的 主 矢 为 零 ， 刚 体 是 否 只 能 绕 质 心 转动 ? 如 所 受 外 力 
对 质心 的 主 矩 为 零 ， 刚 体 是 否 只 能 作 平移 ? 


.234 ， 理 论 力学 第 2 版 


13-8 花样 滑冰 运动 员 单 腿 直立 旋转 时 ， 可 通过 伸缩 双 臂 和 另 一 条 腿 来 改变 旋转 的 速度 。 
其 理论 依据 是 什么 ? 为 什么 ? 

13-9 质量 为 m 的 匀 质 圆 盘 ， 平 放 在 光滑 的 水 平面 上 , 已 知 R 一 2r。 假 设 初始 静止 ， 试 
问 在 思考 题 13-9 图 所 示 三 种 不 同 的 受 力 情 况 下 ， 圆 盘 将 作 何 种 运动 ? 


3) (8) (G 
2F 
Fr F F 
a) b ) c) 
思考 题 13-9 图 


13-10 ”如 思考 题 13-10 图 所 示 ， 在 铅 垂 面 内 ， 匀 质 杆 AO 可 绕 水 平 轴 O 〇 自由 转动 ; 匀 质 圆 
盘 可 绕 其 质心 轴 A 自由 转动 。 如 4AO 水 平时 ， 系 统 静 止 ， 试 问 自由 释放 后 圆 盘 将 作 何 种 运动 ? 








思考 题 13-10 网 
习 题 
131 质量 为 mn 的 质点 在 Oxzy 坐标 平面 内 运动 ， 已 知 其 运动 方程 为 ”| ， 其 中 
yy VSINew 


a、b、 均 为 常数 ， 试 求 该 质点 对 坐标 原点 O 的 动量 矩 。 

13-2 试 求 习题 13-2 图 所 示 质 量 均 为 m 的 各 匀 质 物体 对 其 转轴 O 的 动量 矩 。 

13-3 如 习题 13-3 图 所 示 ， 两 小 球 C 、 刀 的 质量 均 为 思 ， 用 长 为 25、 质量 为 2m 的 匀 质 
杆 连接 。 杆 的 中 点 固定 在 转轴 AB 上 ，CD 与 AB 的 夹 角 为 6。 已 知 转轴 AB 以 角速度 ww 转动 ， 
试 求 系统 对 转轴 AB 的 动量 矩 。 








a) b) c) 
习题 13-2 图 习题 13-3 图 


13-4 “如 习题 13-4 图 所 示 ， 质 量 为 m、 半 径 为 R 的 偏心 轮 沿 
平 直 路 面 运 动 。 轮 圆心 为 A， 质 心 为 C， 偏 心 距 CA 二 e， 轮 对 圆 
心 A 的 转动 惯量 为 Ja。 在 图 示 位 置 ， C、A、B 三 点 在 同一 铅 垂 线 
上 。1》 当 轮子 只 滚 不 滑 时 ， 若 已 知 圆心 A 的 速度 vs ， 试 求 偏心 轮 
的 动量 和 对 地 面 上 B 点 的 动量 矩 ; 2) 当 轮 子 又 滚 又 滑 时 ， 若 已 知 
v4、w， 试 求 偏 心 轮 的 动量 和 对 地 面 上 B 点 的 动量 矩 。 

13-5 如 习题 13-5 图 所 示 ， 已 知 定 滑轮 A 的 质量 为 mi、 半径 
为 Rj、 对 质心 O 的 转动 惯量 为 广 ; 动 滑轮 B 的 质量 为 m2 、 半 径 
为 R、 对 质心 0 的 转动 惯量 为 J;; 物体 C 的 质量 为 ms、 速度 为 
vw。 车 R! 二 2R; ， 并 假设 绳 与 轮 之 间 不 打滑 ， 试 求 系统 对 定 轴 O 的 动量 矩 。 

13-6 ”如 习题 13-6 图 所 示 ， 质 量 为 m 的 小 球 A， 固 连 在 长 为 7 的 无 重 杆 AB 上 ， 并 放 在 
盛 有 液体 的 容器 中 。 当 杆 AB 以 角速度 w 绕 O10O; 轴 旋 转 时 ， 小 球 受 到 与 速度 反 向 的 液体 阻力 
下 二 pmw 的 作用 ， 其 中 上 为 比例 常数 。 设 杆 AB 的 初 角速度 为 w。， 试 问 经 过 多 长 时 间 ， 角 速 
度 w 变 为 初 角 速度 wo。 的 一 半 ? 

13-7 如 习题 13-7 图 所 示 ， 已 知 重 物 A、B 的 质量 各 为 mm 、ms; 鼓 轮 由 两 个 半径 分 别 为 
nn、rz 的 圆 轮 固 结 而 成 ， 其 质量 为 ms;， 对 轴 O 的 回转 举 径 为 p。 若 鼓 轮 的 质心 位 于 转轴 O 
处 ， 并 设 ram > mm ， 试 求 鼓 轮 的 角 加 速度 。 











习题 13-4 图 











习题 13-5 图 习题 13-6 图 


13-8 如 习题 13-8 图 所 示 ， 为 求 半 径 尺 一 0.5m 的 飞轮 对 质 
心 轴 〇 的 转动 惯量 ， 在 飞轮 上 绕 以 细 绳 ， 强 的 末端 系 一 质量 m， 一 
8 kg 的 重 锤 。 当 重 锤 自 高 度 疡 = 2 m 处 落下 时 ， 测 得 落下 时 间 所 一 
16 s。 为 消去 轴承 摩擦 的 影响 ， 再 用 质量 m。 一 4 kg 的 重 锤 作 第 二 
次 试验 ， 测 得 此 重 锤 自 同一 高 度 落下 的 时 间 二 25 s。 假 定 轴承 的 
摩擦 力矩 不 变 ， 试 求 飞轮 对 质心 轴 O 的 转动 惯量 。 

13-9 如 习题 13-9 图 所 示 ， 质 量 为 mm 、 半 径 为 r 的 匀 质 滑轮 
可 绕 质心 轴 O 转动 。 滑 轮 上 绕 一 细 强 ， 绳 的 一 端 晤 挂 一 质量 为 mz 
的 重 物 A。 若 在 鼓 轮 上 作用 一 不 变 力 偶 矩 M， 试 求 重 物 A 上 升 的 习题 13-8 图 
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加 速度 。 

13-10 ”如 习题 13-10 图 所 示 ， 质 量 为 100 kg、 半 径 为 1 m 的 匀 质 飞轮 以 转速 ” 二 
120 r/min 绕 质 心 轴 O 〇 转动 。 设 有 一 常 力 下 作用 于 制 动 杆 , 使 飞轮 历时 10 s 停止 转动 。 已 知 
制 动 杆 与 飞轮 间 的 摩擦 因数 上 = 0. 1， 试 确定 力 下 的 大 小 。 

13-11 ”如 习题 13-11 图 所 示 ， 质量 为 m 的 匀 质 杆 AB 可 在 质量 为 m 的 匀 质 管 DFE 内 自由 
滑动 ; 管 DE 绕 铅 直 轴 z 转动 。 已 知 AB 一 DE 二 /; 当 运 动 初始 时 ， 杆 AB 与 管 DE 重合 ， 
角速度 为 w。。 若 不 计 各 处 摩擦 ， 试 求 杆 AB 伸 出 一 半 时 此 装置 的 角速度 。 

















F 


习题 13-9 图 习题 13-10 图 习题 13-11 图 
13-12 ” 试 求 习题 13-12 图 所 示 质 量 为 m、 高 为 h 的 名 > 
质 三 角形 薄板 对 底 边 的 转动 惯量 。 4 


13-13 ”如 习题 13-13 图 所 示 ， 义 质 圆 轮 A 质量 为 mi 、 
半径 为 mn， 以 角速度 w 绕 其 中 心 A 转动 。 现 将 轮 A 放置 
在 质量 为 mm 、 半 径 为 m” 的 另 一 匀 质 圆 轮 B 上， 轮 B 原 为 
静止 ， 但 可 绕 其 中 心 B 自由 转动 。 放 置 后 ， 轮 A 的 重量 由 
轮 晶 支撑。 已 知 两 轮 问 的 摩擦 因数 为 A。 若 不 计 轴承 摩擦 习题 13.12 图 
和 杆 AO 重量 ， 试 问 经 过 多 长 时 间 两 轮 问 没 有 相对 滑动 ? 

13-14 如 习题 13-14 图 所 示 ， 两 根 质量 均 为 8 kg、 长 度 ! 均 为 0. 5 m 的 匀 质 细 杆 固 连 成 
工 字形 ， 可 绕 水 平 轴 O 转动 。 当 4O 处 于 水 平 位 置 时 ，T 字形 杆 的 角速度 w 一 4 rad/s， 试 求 
该 瞬时 轴 O 的 约束 力 。 


2 
wy— 人 {2 
OO 


习题 13-13 图 习题 13-14 图 
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13-15 卷扬机 如 习题 13-15 图 所 示 ， 已 知 轮 B、 轮 C 的 半径 分 别 为 尽 、r~， 对 各 自 水 平 转 
轴 B、C 的 转动 惯量 分 别 为 J 、J:; 重 物 A 的 质量 为 m; 在 轮 C 上 作用 一 常 力 偶 矩 M。 假 设 
绳 与 轮 之 间 不 打滑 ， 试 求 重 物 A 上 升 的 加 速度 。 

13-16 如 习题 13-16 图 所 示 ， 物 块 A 的 质量 为 m!， 系 在 细 强 上 ; 绳 跨 过 一 质量 不 计 的 
定 滑轮 D， 并 绕 在 半径 为 的 轮 B 上 。 轮 B 又 与 半径 为 R 的 轮 FE 固 结 在 一 起 ， 总 质量 为 ms ， 
对 水 平 质心 轴 〇 的 回转 半径 为 p。 由 于 物 块 A 下降 ， 带 动 轮 巨 沿 平 直 轨道 作 纯 滚 动 ， 试 求 物 
块 A 的 加 速度 。 





习题 13-15 图 习题 13-16 图 


13-17 如 习题 13-17 图 所 示 ， 平 板 的 质量 为 mm ， 受 水 平 力 下 的 作用 ， 沿 水 平 路 面 运 动 ; 
平板 上 放 一 半径 为 R、 质 量 为 ms 的 匀 质 圆 盘 ， 圆 盘 相 对 于 平板 只 滚 不 滑 。 若 平板 与 路 面 间 的 
摩擦 因数 为 /， 试 求 平板 的 加 速度 。 

13-18 如 习题 13-18 图 所 示 ， 匀 质 实心 圆柱 体 A 和 薄 铁 环 B 的 质量 均 为 m， 半 径 均 为 7， 
两 者 用 杆 AB 铵 接 ， 无 滑动 地 沿 倾角 为 0 的 斜面 滚 下 。 若 不 计 杆 AB 的 质量 ， 试 求 圆柱 体 A 
和 薄 铁 环 B 的 角 加 速度 以 及 杆 AB 所 受 的 力 。 





习题 13-17 图 习题 13-18 图 


13-19 如 习题 13-19 图 所 示 ， 半 径 为 ~、 质量 为 m 的 匀 质 圆 轮 沿 粗糙 的 平 直路 面 运动 。 
已 知 轮 心 C 的 初速 度 为 w。， 方 向 水 平 向 右 ; 初 角速度 为 we ， 转 向 顺 时 针 ， 假 设 vo > rw。。 若 
圆 轮 与 路 面 间 的 摩擦 因数 为 /， 试 问 经 过 多 长 时 间 ， 贺 轮 才能 只 滚 不 滑 地 向 前 运动 ? 并 求 出 
该 瞬时 圆 轮 轮 心 C 的 速度 。 

13-20 ”如 习题 13-20 图 所 示 ， 勾 质 细 长 杆 AB 的 质量 为 m、 长 为 入 棱角 了 至 杆 质心 C 
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的 距离 CD 一 e。 在 图 示 位 置 ， 杆 与 铅 垂 面 间 的 夹 角 为 6。 此 时 将 杆 AB 突然 静止 释放 ， 若 不 
计 摩 擦 ， 试 求 释放 瞬时 杆 质 心 C 的 加 速度 以 及 DD 处 的 约束 力 。 


4 


AAA 
习题 13-19 图 习题 13-20 图 





动能 定理 是 动力 学 的 又 一 普遍 定理 。 与 动量 定理 和 动量 矩 定理 不 同 ， 动 能 
定理 是 从 能 量 的 角度 来 分 析 和 解决 质点 与 质点 系 的 动力 学 问题 ， 这 在 有 些 场合 
更 为 方便 和 有 效 。 

本 章 主 要 讨论 动能 定理 及 其 应 用 ， 并 对 功率 、 功 率 方程 以 及 机 械 效 率 作 了 
简要 介绍 。 





一 、 常 力 在 直线 运动 中 的 功 


设 质 点 M 在 大 小 和 方向 都 不 变 的 常 力 F 作用 下 ， 沿 直线 Mi IM 移动 一 段 路 
程 s《 见 图 14-1)， 定 义 


W = Fscos0 (14-1 ) F 
为 力 F 在 路 程 ; 上 所 做 的 功 。 式 中 ，0 为 力 F 与 直 
线 位 移 正 方向 之 间 的 夹 角 。 Mi yA Md 


功 是 代数 量 ， 当 0 过 9 过 他 时 ， 力 下 做 正 功 ; 当 s 





不 之 0 之 x 时 ， 力 忆 做 负 功 ; 当 0 = 可 时 ， 力 下 不 做 功 。 。 因 1 
在 国际 单位 制 中 ， 功 的 单位 为 了 ( 焦 )，1J 二 1N*m。 
一 变 力 的 功 


设 质点 M 在 变 力 天 的 作用 下 作曲 线 运动 ， 从 位 置 Mi 运动 到 位 置 M。， 如 
图 14-2 所 示 。 为 了 计算 变 力 F 沿 曲线 由 Mi 移动 到 Ms 所 做 的 功 ， 将 曲线 MM 
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分 割 成 无 限 多 个 微 段 WMM = ds， 微 段 ds 可 视 
为 直线 段 ， 在 微 段 ds 上 ， 变 力 下 可 视 为 常 力 。 
力 下 在 微 段 ds 上 做 的 功 称 为 元 功 ， 用 5W 表 
示 。 于 是 ,根据 式 (14-1)， 变 力 下 的 元 功 

SW = FcosOds (14-2 ) 
变 力 下 在 全 路 程 上 所 做 的 功 W 等 于 元 功 5W 
的 总 和 ， 对 上 式 两 边 积分 即 有 








W = | Feoseds (14-3) 图 243 
设 dr 为 微 弧 段 ds 所 对 应 的 位 移 ， 由 于 ds 二 |dr| ， 故 式 (14-2) 可 改写 为 
SW 一 了 dr (14-4 ) 
在 直角 坐标 系 Ozyz 中 ， 力 F、 位 移 dr 可 分 别 表达 为 
F = FiF,j+F.k 
dr = dzxi+ dyj + dzk 
将 上 述 两 式 代 入 式 (14-4)， 则 元 功 的 表达 式 成 为 
8W = Fdzi+F,dy+F.dz (14-5 ) 
于 是 ， 变 力 下 在 全 路 程 上 所 做 的 功 又 可 表 为 
多 一 | (Fdr+F,dy+F.dz) (14-6 ) 


式 中 ，F 丰 ,、 下 ,、F, 分 别 为 力 下 在 三 根 直角 坐标 轴 上 的 投影 。 
三 、 几 种 常见 力 的 功 


1. 重力 的 功 
设 质量 为 mx 的 物体 沿 曲线 从 位 置 Mi; 
运动 到 位 置 M: ， 如 图 14-3 所 示 ， 则 其 重 


力 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 
F,=F,=0, F,=—mg 





< 








代入 式 (14-6)， 即 得 重力 的 功 为 
WS= (— mg)dz = mg (zi 一 22) 





| 





力 


(14-7 ) 

由 此 可 见 ， 重 力 的 功 只 与 物体 重心 始 

末 位 置 的 高 度 差 (zi 一 zz) 有 关 ， 而 与 物体 
的 运动 路 径 无 关 。 重 心 下 降 ， 重 力 做 正 功 ; 重心 上 升 ， 重力 做 负 功 。 


图 14-3 
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2. 弹性 力 的 功 

如 图 14-4 所 示 ， 物 体 与 自然 长 度 为 io 的 弹 敌 连接 ， 以 弹 筑 未 变形 时 物体 的 
自然 位 置 为 坐标 原点 建立 z 轴 ， 在 弹 和 5 
的 弹性 极限 内 ， 弹 性 力 下 的 大 小 与 弹 敌 
拉 伸 《压缩 ) 的 变形 量 x 成 正比 ， 即 
歼 一 &z， 其 中 ， 比 例 系 数 & 称 为 弹簧 的 
刚度 系数 。 在 国际 单位 制 中 ， 刚 度 系 数 
k 的 单位 为 N/m 〈 牛 / 米 ) 。 弹 性 力 下 的 
方向 总 是 指向 未 变形 的 自然 位 置 。 图 14-4 

弹性 力 下 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 

F, = kx, F,=—=F,.=0 
代入 式 (14-6)， 即 得 弹性 力 的 功 
w= |, Ck)d 一 到 (3 一 0) (14-8) 


式 中 ，6, 、6; 分 别 为 弹簧 的 始 、 末 变形 量 。 上 式 表 明 ， 弹 性 力 的 功 同样 与 运动 
路 径 无 关 ， 而 只 取决 于 弹簧 的 始 、 末 变形 量 。 

3. 绕 定 轴 转 动 刚 体 上 的 力 的 功 

如 图 14-5 所 示 ， 刚 体 在 力 下 作用 下 绕 定 轴 xz 转动 ， 由 
于 ds = rdp， 故 根据 式 〈14-3)， 力 下 在 刚体 从 转角 p: 到 
pa 的 转动 过 程 中 所 做 的 功 为 


Wo= | Feosgds = | Feosbr dp 
0 纪 


式 中 ， 和 cosOr 一 Me。， 为 力 下 对 转轴 之 的 矩 。 于 是 ， 上 式 
成 为 














w =| M.dp (14-9 ) 
a 


若 M. 二 常量 ， 则 有 
W = M.(g:— 9) 《14-10 ) 

上 述 两 式 亦 可 用 来 计算 力 偶 的 功 。 

【 例 14-1】 两 等 长 的 杆 CA 和 CB 组 成 可 

变 体系 ， 如 图 14-6 所 示 。A 处 为 国定 铵 支 座 ， 
召 处 为 活动 铵 支 座 ， 两 杆 在 C 处 贸 链 连接 ， 并 
悬挂 质量 为 天 的 重 物 忆 。 一 刚度 系数 为 下 的 弹 
簧 连 于 两 杆 的 中 点 ， 弹 簧 的 自然 长 度 0 一 


低 -- 竺 .车 不 计 两 杆 自 重 ， 试 求 当 CAB 由 


60 变 为 30" 时 ， 重 物 DD 的 重力 和 弹性 力 所 做 的 
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解 : (1) 求 重 物 口 的 重力 的 功 ” 重 物品 下 降 的 高 度 差 
zi—zs = 2lo(sin60°—sin 30°) = W3 一 1) 
由 式 (14-7)， 得 重力 的 功 





Wi = mg(W3—1)4 
(2) 求 弹性 力 的 功 ” 当 CAB = 60" 时 ， 弹 簧 的 变形 量 $ = 一 0; 当 人 CAB = 30" 时 ， 弹 
得 变形 量 
6 = 2locos 30°—1o = V3 一 1)5 
由 式 (14-8)， 得 弹性 力 的 功 
W, = — Dk 


于 是 ， 重 力 和 弹性 力 所 做 的 总 功 为 











2 
W = Wi—W: = mg(/3 Di FD 


【 例 14-2】 如 图 14-7 所 示 ， 一 细 绳 跨 过 半径 > = 0.5 m 的 滑轮 ， 
强 的 两 端 吊 有 质量 分 别 为 3 kg 和 2 kg 的 两 物 块 A 和 B。 在 圆 盘 上 作用 
一 力 偶 ， 其 力 偶 矩 按 M = 4p 的 规律 变化 (其 中 ，M 以 N.m 计 ,og 以 
rad 计 ) 。 设 绳 与 轮 之 间 不 打滑 ， 试 求 转角 p 由 0 到 2x 时， 力 偶 M 与 物 
块 A、B 的 重力 所 做 的 总 功 。 

解 : 重力 的 功 由 式 (14-7) 得 
W) = magopr—mpgor = (3 一 2) kgX9.8 m/s X2xX0.5m = 9. 8x]J 

力 偶 的 功 由 式 (14-9) 得 


2x 2x 
Ws =| Mdop =| 4pdgp = 8r2 J 


于 是 ， 力 偶 M 与 物 块 A、B 的 重力 所 做 的 总 功 为 
W = Wi+W: = 9. 8xJ+8r J] = 110J 

















第 二 节 动 能 


一 、 质 点 的 动能 


设 质 点 的 质量 为 m， 速 度 为 vw ， 则 质点 的 动能 定义 为 
1 


mv 


2 
动能 是 标量 ， 恒 为 正 值 。 在 国际 单位 制 中 ， 动 能 的 单位 与 功 的 单位 相同 ， 为 ]( 焦 )。 
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动能 表征 了 物体 因为 机 械 运 动 而 具有 的 做 功 的 本 领 ， 即 能量， 同时 也 是 对 
物体 机 械 运 动 强度 的 另 一 种 度量 。 
二 、 质 点 系 的 动能 
点 系 的 动能 定义 为 质点 系 内 所 有 质点 的 动能 的 和 ， 记 作 耳 ， 即 
T = DFmw?) (14-11) 
式 中 ，7 与 v; 分 别 表示 质点 系 中 第 i 个 质点 的 质量 与 速度 。 
三 、 平 移 刚体 的 动能 
当 刚 体 作 平移 时 ， 每 一 瞬时 刚体 内 各 质点 的 速度 都 相同 ， 记 作 w， 由 式 
(14-11)， 得 平移 刚体 的 动能 为 
T= Dmo) = FF Dm = Fm (14-12 ) 
式 中 ，m 为 刚体 的 质量 。 即 平移 刚体 的 动能 等 于 刚体 的 质量 与 平移 速度 平方 乘 
积 的 一 半 。 
四 、 绕 定 轴 转 动 刚 体 的 动能 
设 刚 体 以 角速度 w 绕 定 轴 > 转动 ， 则 其 上 转动 半径 为 7; 的 质点 的 速度 w 一 
mo。 于 是 ， 由 式 〈14-11) ， 得 绕 定 轴 转 动 刚 体 的 动能 
T= 5 (Fm0)= 0D mr!) 一 二 Jo (14-13) 
式 中 ，J . 为 刚体 对 转轴 z 的 转动 惯量 。 即 绕 定 轴 转 动 刚 体 的 动能 等 于 刚体 对 转 
轴 的 转动 惯量 与 角速度 平方 乘积 的 一 半 。 
五 、 平 面 运动 刚体 的 动能 
刚体 作 平 面 运动 时 ， 任 一 瞬时 都 可 视 为 绕 通 过 速度 瞬 心 P 并 垂直 于 运动 平 
面 的 轴 的 转动 。 因 此 ， 由 式 (14-13)， 得 平面 运动 刚体 的 动能 为 
T= J (14-14) 
式 中 ，Jp 为 刚体 对 瞬 心 轴 卫 的 转动 惯量 ; w 为 刚体 的 角速度 。 即 平面 运动 刚体 
的 动能 等 于 刚体 对 有 瞬 心 轴 的 转动 惯量 与 角速度 平方 乘积 的 一 半 。 
根据 转动 惯量 的 平行 移 轴 公式 
JP = Jetmb (a) 
式 中 ，Jc 为 刚体 对 平行 于 瞬 心 轴 P 的 质心 轴 C 的 转动 惯量 ;zz 为 刚体 的 质量 ; 
b 二 CP 为 两 轴 间 距 。 将 式 (a) 代入 式 (14-14),， 得 


浮 
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工 一 到 Jeas 十 去 mm (ob)2 一 于 Jeo? 十 寺中 (14-15 ) 


式 中 ，wc 一 wp， 为 质心 C 的 速度 。 即 平面 运动 刚体 的 动能 又 等 于 刚体 随 质 心平 
移 的 动能 与 绕 质心 转动 的 动能 的 和 。 
【 例 14-3】 如 图 14-8 所 示 ， 质 量 为 m、 长 为 /的 匀 质 杆 绕 轴 O 摆 。 
动 ， 已 知 摆动 方程 p 二 wsin(b) ， 其 中 go、5 为 常数 ， 试 计算 该 杆 在 任 o 
一 瞬时 的 动能 。 
解 ， 杆 对 轴 O 的 转动 惯量 5 
1 


Jo = mE 
角速度 
一 部- pbeosth) 四 14 
由 式 〈14-13)， 得 该 杆 在 任 一 瞬时 的 动能 


T= 去 Jow 一 证 ml gi cos (DL) 


【 例 14-4】 如 图 14-9 所 示 ， 半 径 为 R、 质 量 为 m 的 匀 质 圆 轮 
沿 平 直 轨道 作 纯 滚动 。 已 知 轮 心 C 的 速度 vc ， 试 求 圆 轮 的 动能 ， 


解 : 由 于 圆 轮 作 纯 滚动 ， 故 其 角速度 w 一 总。 由 式 (14-15)， 
得 圆 轮 的 动能 为 
1 2 1 _ 1 1 4 C 2 1 3 A 
了 广 Jcow 十 二 mr 了 (到 mR )( 舍 ) 二 地 wm 帮 一半 m 克 Z 








【 例 14-5】 在 图 14-10 所 示 系 统 中 ， 定 滑轮 B 
(可 视 为 匀 质 圆 盘 ) 和 匀 质 圆柱 体 C 的 质量 均 为 m1、 
半径 均 为 R; 重 物 A 的 质量 为 mx。; 圆柱 体 C 沿 倾角 
为 的 斜面 作 纯 滚 动 。 在 图 示 瞬 时 ， 重 物 A 的 速度 为 
vw。 假设 强 与 轮 间 无 相对 滑动 ， 且 不 计 强 的 质量 , 试 
求 系统 的 动能 。 

解 : 重 物 A 作 平移 ， 速 度 为 "， 滑轮 B 绕 定 轴 转 


动 ， 角 速度 wa 一 二 ;圆柱 体 C 作 平面 运动 ， 其 质心 





14-10 


速度 二 二 v、 角速度 wc 一 六 一 苇 。 
由 式 〈14-12)， 得 重 物 A 的 动能 
Ta 一 me 


由 式 (14-13)， 得 滑轮 B 的 动能 
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2 
Ts 一 去 Jau = 去 (去 mm 尼 ) (党) = mv 
由 式 〈14-15)， 得 圆柱 体 C 的 动能 
2 
Te 一 放下 十 去 Jcol 记 mm 妈 十 却 ( 计 mm 玉 )( 巡 ) — Tm 


所 以 ， 系统 的 动能 为 
T Ta | Te | Te 一 半 峡 十 鹉 要 十 于 ma (me | 2m )w 

















第 三 节 动能 定理 


一 、 质 点 的 动能 定理 
对 矢量 形式 的 质点 运动 微分 方程 


dv _ 
7M dy 一 下 
两 边 点 乘 dr 得 到 
me dr = Fe. dr 
因 v 一 衬 ，6W 一 + dr， 故 上 式 成 为 
mdv :v= SW 
而 
dv “wv—d(3o “0)=d(3v’) 
于 是 得 到 


d(3mv ) = 8W (14-16) 
即 质点 动能 的 增 量 等 于 作用 于 质点 上 的 力 的 元 功 。 这 称 为 质点 动能 定理 的 微分 
形式 。 
对 上 式 积分 ， 得 到 
六 zz 胡 一 二 mm =W (14-17 ) 
即 在 质点 运动 的 某 一 过 程 中 ， 质 点 动能 的 改变 量 等 于 作用 于 质点 上 的 力 所 做 的 
功 。 这 称 为 质点 动能 定理 的 积分 形式 。 
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二 、 质 点 系 的 动能 定理 
设 质点 系 由 了 个 质点 组 成 ， 根 据 质点 动能 定理 的 微分 形式 ， 对 于 其 中 第 i 个 
质点 ， 有 
d (Bm ) = aw: 
式 中 ，8W; 为 作用 于 该 质点 上 的 力 F; 的 元 功 。 
对 于 nn 个 质点 ， 就 有 nn 个 上 述 方 程 ,将 其 相 加 ， 得 
Dl) -4D (dm) Dm 


式 中 ,了 (去 mv? ) 一 工 ， 为 质点 系 的 动能 。 于 是 ， 上 式 可 写 为 





dT = > )8W/， (14-18 ) 
即 质点 系 动 能 的 增 量 等 于 作用 于 质点 系 上 全 部 力 的 元 功 的 和 。 这 称 为 质点 系 动 
能 定理 的 微分 形式 。 
对 上 式 积分 ， 得 到 
Ts 一 五 一 OW, (14-19 ) 


即 在 质点 系 运动 的 某 一 过 程 中 ， 质 点 系 动能 的 改变 量 等 于 作用 于 质点 系 上 的 全 
部 力 所 做 的 功 的 和 。 这 称 为 质点 系 动能 定理 的 积分 形式 。 

必须 指出 ， 作 用 于 质点 系 上 的 力 既 有 外 力 ， 又 有 内 
力 。 在 有 些 情况 下 ， 内 力 尽 管 大 小 相等 而 方向 相反 ， 但 和 
所 做 功 的 和 并 不 一 定 为 零 。 例 如 ， 对 于 图 14-11 所 示 两 MI 
个 质点 Mi 、A4 组 成 的 质点 系 ， 两 质点 间 的 相互 作用 力 (和 六 
is 与 Ba 是 一 对 内 力 ， 虽 然 等 值 反 向 、 其 矢量 和 为 零 ， 
但 当 在 运动 过 程 中 两 质点 间 的 距离 改变 (相互 趋 近 或 离 
开 ) 时 ， 两 内 力 所 做 的 功 的 和 显然 不 等 于 零 。 再 如 ， 机 
器 中 轴 与 轴承 之 间 相 互 作 用 的 摩擦 力 对 于 整个 机 器 是 内 
力 ， 但 它们 做 负 功 ， 所 做 功 的 和 也 不 为 零 。 

同时 ， 也 应 注意 到 ， 在 不 少 情况 下 ， 内 力 所 做 功 的 
和 是 等 于 零 的。 例如 ， 刚 体 的 内 力 ， 不 可 伸缩 的 绳索 的 ”一 一 :一 ls 
内 力 等 。 

所 以 ， 在 运用 质点 系 的 动能 定理 时 ， 要 根据 具体 情 
况 ， 分 析 包 括 内 力 在 内 的 所 有 作用 力 是 否 做 功 。 

【 例 14-6】 如 图 14-12 所 示 ， 质 量 为 m 的 物 块 ， 自 高 度 h 
处 自由 落下 ， 落 到 下 面 有 弹簧 支撑 的 平板 上 。 设 板 的 质量 为 mi， 图 14-12 


M2 
























第 十 四 章 动能 定理 .247 


弹簧 的 刚度 系数 为 &。 若 不 计 弹 簧 质量 ， 试 求 弹簧 的 最 大 压缩 量 。 
解 : 选取 物 块 、 平 板 和 弹簧 组 成 的 质点 系 为 研究 对 象 。 初 始 时 ， 弹 簧 在 板 的 重力 作用 下 
有 一 静 压 缩 量 








meg 
6 k (a) 


设 弹 筑 的 最 大 压缩 量 为 gw 《〈 见 图 14-12)， 在 从 物 块 下 落 初 始 到 弹簧 达到 最 大 压缩 量 的 
过 程 中 ， 物 块 重力 做 功 为 
W) = mg(h+6mx — 0) 


平板 重力 做 功 为 

W, = mg —O) 
弹性 力 做 功 为 

Ws 一 去 有 各 一 中。 ) 


所 以 ， 作 用 于 质点 系 上 的 全 部 力 所 做 功 的 和 为 
DW, = Wt Wt Ws = mg (ht on — Br) + mg (Gm 一 到) 十 二 4(2 一 号。) 
在 物 块 下 落 初始 时 刻 以 及 弹簧 达到 最 大 压缩 量 时 ， 系 统 各 部 分 的 速度 均 为 零 ， 故 由 质点 
系 动能 定理 的 积分 形式 ， 有 
0 一 0 = mg(ht dw —6) + mi g(r — 6) 十 方 kB 一 Bw) (b) 
将 式 (a) 代入 式 〈b)， 整 理 得 


1 2 2 me? 
FRx — mg tm g) Brax | (2 mgh1+ rE )= 0 


解 上 述 关 于 Suu 的 一 元 二 次 方程 ， 得 弹簧 的 最 大 压缩 量 为 


tm)getv mstme) -mg —2kmgsht2m me ) 
8 8 8 
k 





























Cax 





【 例 14-7】 如 图 14-13 所 示 ， 匀 质 轮 [的 质量 为 mm 、 半 
径 为 r, ， 在 匀 质 曲柄 CO 的 带动 下 沿 半径 为 rs 的 固定 轮作 
纯 滚动 。 曲 柄 OO 的 质量 为 mx:， 长 /1 二 ni 十 rs;。 系 统 处 于 水 
平面 内 ， 曲 柄 上 作用 有 一 不 变 的 力 偶 和 矩 M, 初始 时 系统 静止 。 
若 不 计 各 处 摩擦 ， 试 求 曲 柄 OO: 转 过 p 角 时 ， 曲 柄 的 角速度 
和 角 加 速度 。 

解 : 选取 曲柄 OO 和 轮 工 组 成 的 质点 系 为 研究 对 象 ， 质 
点 系 的 初 动能 

五 一 0 

曲柄 O10O; 绕 定 轴 @ 转动， 轮 上 作 平 面 运动 。 设 曲柄 

CQ: 转 过 p 角 时 曲柄 OO 的 角速度 为 w， 则 轮 工 的 质心 速度 


oo 一 wl、 角速度 wi = 红 。 因 此 ， 曲 柄 010; 转 过 9 角 时 质点 系 的 动能 为 
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Ts» 一 1 (于 ze) | mi | 3 (mr )ef 一方 ( 私 + 半 )eP 


由 于 系统 处 于 水 平面 内 ， 重 力 不 做 功 ， 只 有 力 偶 M 做功， 故 由 质点 系 动能 定理 的 积分 形 


式 ， 有 


1 
2 





( 罕 + 玖 )o2 = Mgp (a) 


/TB 
2 (9mi + 2m2 722 


将 式 〈a) 两 边 同 时 对 时 间 i 求 导 ， 并 代入 % = we、9 王 w， 整 理 即 得 曲柄 的 角 加 速度 
_ 6M 
(9m +2ma) 2 


于 是 ， 曲 柄 的 角速度 为 








【 例 14-8】 ”卷扬机 如 图 14-14 所 示 ， 鼓 轮 O 在 常 力 偶 矩 M 的 作用 下 通过 一 根 细 强 将 匀 
质 圆柱 C 由 静止 开始 沿 倾角 为 0 的 斜坡 上 拉 。 
已 知 鼓 轮 的 半径 为 mn、 质量 为 mw 、 质 量 集中 分 
布 于 轮 缘 处 ;圆柱 C 的 半径 为 一 、 质 量 为 ww。 
假设 圆柱 C 沿 斜坡 只 滚 不 滑 ， 绳 与 鼓 轮 之 间 无 
相对 滑动 ， 试 求 当 圆柱 中 心 C 经 过 路 程 * 时 的 
速度 和 加 速度 。， 

解 : 选取 鼓 轮 和 圆柱 组 成 的 质点 系 为 研究 
对 象 ， 其 受 力 分 析 与 运动 分 析 如 图 14-14 所 示 。 

质点 系 的 初 动能 





TI 一 0 
鼓 轮 绕 定 轴 O 转 吉 ， 圆 柱 作 平面 运动 ， 设 当 圆 柱 中 心 C 经 过 路 程 * 时 的 速度 为 vc， 则 鼓 
轮 、 圆 柱 的 角速度 分 别 为 wi = 站 、ws 一 从 。 于 是 ， 质 点 系 的 动能 为 


TD 一 六 Joui 十 于 mm 认 十 去 Jao 


2 


= 于 omr( 衬 ) 十 二 mu 二 + 村 (二 mu 二)() 





= 证 C2m 十 3ma) 妮 


在 作用 于 质点 系 上 的 全 部 力 中 ，Fo. 、Fo, 、Fw 与 mg 显然 不 做 功 ; 由 于 绳 不 可 伸缩 ， 故 
强 的 内 力 所 做 功 的 和 为 零 ， 圆 柱 只 深 不 滑 ， 与 斜坡 接触 点 的 速度 为 零 ， 故 所 受 摩擦 力 F. 为 静 
摩擦 力 ， 也 不 做 功 。 因 此 ， 在 运动 过 程 中 ， 只 有 圆柱 的 重力 mzg 和 主动 力 偶 矩 M 做 功 ， 即 有 


W = Mop— m2 gssing 一 M2 —m2 gssing 一 (Em gsing): 
根据 质点 系 动能 定理 的 积分 形式 ， 有 
(2m FF3n2)E 一 0 一 (¥ ma gsing )s (a) 








解 得 当 圆柱 中 心 C 经 过 路 程 时 的 速度 为 


.一 ?9 /COM 一 ra gr sin0)5 
下 《2772 十 3zaz rn 
将 式 a) 两 边 对 时 间 : 求 导 ， 并 注意 到 下 二 ac、 华 = we， 整 理 即 得 圆柱 中 心 C 的 加 


速度 为 








2CM— mz gr sing) 
(2m1 + 37m2 rr 








CC 


【 例 14-9】 ”如 图 14-15 所 示 ， 匀 质 圆 轮 A 和 B 的 质量 均 为 
m， 半 径 均 为 +。 轮 A 可 绕 质 心 轴 和 A 转动 。 一 根 细 绳 的 两 端 分 别 
缠绕 在 轮 A 和 轮 B 上 。 运 动 初始 时 ， 系 统 静 止 ， 两 轮 的 轮 心 位 
于 同一 水 平 线 上 。 假 设 轮 与 绳 之 间 没 有 相对 滑动 ， 且 不 计 轴 承 摩 
擦 , 试 求 当 轮 B 下 落户 时 ， 其 质心 B 的 速度 和 加 速度 ， 以 及 轮 
A 与 轮 B 的 角速度 和 角 加 速度 。 

解 : 选取 轮 A 和 轮 B 组 成 的 质点 系 为 研究 对 象 。 运 动 初始 
时 ， 质 点 系 的 动能 

二 0 

轮 A 绕 定 轴 转 动 ， 轮 B 作 平面 运动 。 对 轮 A 运用 绕 定 轴 转 
动 微分 方程 ， 对 轮 B 运用 平面 运动 微分 方程 ， 并 结合 运动 初始 图 14-15 
条 件 可 知 ， 在 系统 运动 过 程 中 ， 轮 A 和 轮 B 具有 相同 的 角 加 速 
度 a 和 角速度 w。 另 研究 轮 B， 由 基点 法 易 得 ，m 二 2rw。 于 是 ， 当 轮 B 下 落 九 时， 质点 系 
的 动能 为 








瑟 一 二 Jao? 十 去 mr 确 十 去 Jaaz 
2 2 
3) 7) 
二 襄 m 史 


作用 于 质点 系 上 的 所 有 力 中 ， 是 然 只 有 轮 B 的 重力 做 功 ， 即 有 
三 一 mgh 
根据 质点 系 动能 定理 的 积分 形式 ， 有 


总 m 礁 一 0 = mgh (a) 








于 是 ， 得 轮 B 质心 的 速度 为 


VB 一 


将 式 (a) 两 边 对 时 间 ! 求 导 ， 并 注意 到 从 一 ww、 创 = as， 整 理 即 得 轮 质心 的 加 
速度 
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4 
UB 58 
轮 A 与 轮 B 的 角速度 为 
_w_ 1 /2gh 
2 2r rr 5 (Cb) 
将 式 〈b) 两边 对 时 间 t 求 导 ， 即 得 轮 A 与 轮 B 的 角 加 速度 
一 28 
a 5 


【 例 14-10】 如 图 14-16a 所 示 ， 长 为 /、 质 量 为 m 的 匀 质 杆 AB 静止 直立 于 光滑 水 平地 
面 上 。 若 杆 受 微小 扰动 而 自由 倒 下 . 试 求 杆 刚刚 达到 地 面 时 的 角速度 和 地 面 约束 力 。 


B 











a) b) c) 
图 14-16 


解 : 由 于 地 面 光滑 ， 杆 沿 水 平方 向 不 受 力 ， 故 由 质心 运动 守恒 定律 可 知 ， 在 杆 倒 下 过 程 
中 ， 质 心 C 将 铅 直 向 下 运动 。 同 时 ， 杆 端 A 贴 着 地 面 水 平 向 左 运动 。 杆 在 一 般 位 置 的 受 力 分 
析 与 运动 分 析 如 网 14-16b 所 示 ， 点 书 为 杆 的 速度 瞬 心 。 设 杆 质心 C 的 速度 为 vc ， 由 速度 瞬 心 
法 ， 杆 的 角速度 为 























一 2 Zw (a) 
® CP lcosb 
故 得 杆 的 动能 
_ 1 1 2 1 11 jy/2v 1 ,1 yy 
To amet sl gm ta (Iam ) (zc) TS 





杆 的 初始 动能 为 零 ， 在 杆 倒 下 过 程 中 只 有 重力 做 功 ， 由 动能 定理 ， 有 


3 m(1 | 了 ER 0 一 mg 分 (1 一 sing) (Cb) 








当 杆 刚刚 达到 地 面 时 ，09 二 0, 将 其 代入 式 (a)、 式 〈b)， 即 得 此 时 杆 的 角速度 


VF 
杆 刚 刚 达 到 地 面 时 的 受 力 分 析 和 运动 分 析 如 图 14-16c 所 示 ， 由 刚体 平面 运动 微分 方 
程 有 


mg— Fy = maec (Cc) 
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Joa 一 让 mPa = Fs 地 Cd) 


另 由 基点 法 ， 质 心 C 的 加 速度 
dc 一 GA 十 q&a 十 ata (e) 


此 时 ，aa 沿 水 平方 向 ，ac 沿 铅 垂 方向 ， 心 一 < 旋 。 将 式 〈e) 两 边 向 铅 垂 方向 投影 ， 得 
ac 一 ata 一 < 仿 (f) 


联 立 式 (c)、 式 (d)、 式 〈f)， 解 得 杆 刚 刚 达 到 地 面 时 的 地 面 约束 力 为 





1 
Fn 一 A mE 





第 四 节 功率、 功率 方程 与 机 械 效率 


一 、 功 率 
功率 是 度量 力 做 功 快 慢 的 一 个 物理 量 ， 定 义 为 单位 时 间 内 力 所 做 的 功 ， 用 
了 表示 ， 即 
一 一 (14-20 ) 
在 国际 单位 制 中 ， 功 率 的 单位 为 W ( 瓦 )，1 W =1J/s。 工 程 中 ， 功 率 常 
用 kW 《千瓦 ) 为 单位 ,1 kW 二 1000 W。 
由 于 力 的 元 功 5W 二 F，dr， 故 力 的 功率 可 以 表达 为 


dr _ 
dz Fe.v= Fv (14-21 ) 


式 中 ，v 一 蝶 为 力作 用 点 的 速度 ; 下, 为 力 正在 其 作用 点 速度 方向 上 的 投影 。 


由 于 力 偶 矩 M 的 元 功 5W = Mdp， 故 力 偶 抢 的 功率 可 以 表达 为 
d 


P=F: 





P = M¥= Me (14-22 ) 
二 、 功 率 方程 
将 质点 系 动能 定理 的 微分 形式 ， 即 式 (14-18) 的 两 边 同时 除 以 dz， 得 
T=:= DP (14-23 ) 


上 式 称 为 功率 方程 。 功 率 方程 表明 : 质点 系 的 动能 相对 于 时 间 的 变化 率 ， 等 于 
作用 于 质点 系 上 全 部 力 的 功率 的 代数 和 。 
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对 于 机 器 ， 功 率 方程 可 以 表达 为 下 列 形式 : 
笠 - 也 答 入 一 了 有 用 一 了 无 用 (14-24 ) 


式 中 ， 了 给 和 为 机 器 的 输入 功率 ; Pa 用 为 机 器 做 功 所 消耗 的 有 用 功率 ; Pi 用 为 机 
器 在 传动 过 程 中 因 摩擦 等 所 损耗 的 无 用 功率 。 


机 器 的 功率 方程 表明 ， 在 机 器 的 起 动 阶段 ( 衬 > 0}， 要 求 Ps > Pen 十 






































Pxm; 在 机 器 的 稳定 运转 阶段 (全 = 0) ， 应 有 Ph 一 Pi 十 Pzm;， 在 机 器 停止 


运行 的 阶段 (于 < 0)， 则 需 Pan < Pam 十 Pam。 

















三 、 机 械 效率 

机 器 在 稳定 运转 阶段 的 有 用 功率 与 输入 功率 的 比值 称 为 机 器 的 机 械 效 率 ， 
用 7 表示 。 即 机 器 的 机 械 效率 

7 一 PX 100% (14-25 ) 

机 械 效率 7 表明 了 机 器 对 输入 功率 的 有 效 利 用 程度 ， 是 评价 机 器 性 能 的 一 
个 重要 指标 。 显 然 ， 任 何 机 器 的 机 械 效率 均 小 于 1。 

【 例 14-11] 已 知 车 床 的 电动 机 功率 P% 二 5.4 kW， 机 械 效 率 wy 二 70%; 工件 的 直径 
4 二 100 mm， 转 速 n 二 42 r/min。 间 人 允许 切削 力 的 最 大 值 为 多 少 ? 

解 : 工件 匀速 转动 时 ， 和 车 床 的 有 用 功率 

了 有 用 一 Pa 和” 一 5.4kWX70% 一 3. 78 kW 
由 式 (14-21), 又 有 





Pam— Fv — Fw 一 下. 加. 了 
故 得 允许 切削 力 的 最 大 值 为 
F = 60Pam _ 60X (3780 W) 17189 N 





nd nxX(42 r/min) XC0.1 my) 





【 例 14-12】 如 图 14-17 所 示 ， 用 胶带 输送 机 输送 物料 ， 已 知 输送 速度 v = 1. 26 m/s， 
输送 量 Q = 455 t/h， 提 升 高 度 h 二 40 m; 输送 机 的 机 械 效率 7 二 68%。 试 确定 输送 机 所 需 
的 电动 机 功率 。 








第 十 四 章 动能 定理 253, 


解 : 在 At 的 时 间 段 内 ,输送 机 将 质量 
一 QX1000 kg — 450X1000 kg\, — (125Ar) kg 





3600 s 3600 s 
的 物料 提升 到 高 度 h = 40 m 处 ， 输 送 机 所 做 的 有 用 功 为 
AWy 有 用 一 mgh 


与 此 同时 ， 又 有 同样 多 的 物料 补充 到 胶带 上 ， 并 且 速 度 由 零 变 为 v 三 1. 26 m/s。 因 此 ， 
在 At 的 时 间 段 内 ， 系 统 的 动能 增 量 为 


根据 机 器 的 功率 方程 ， 应 有 


代 人 已 知 数据 ， 联 立 求解 上 述 各 式 ， 得 输送 机 所 需 的 电动 机 功率 约 为 
P=73kW 


复习 思考 题 


14-1 摩擦 力 可 能 做 正 功 吗 ? 试 举例 说 明 。 

14-2 ” 当 质 点 作 匀 速 圆周 运动 时 ， 其 动能 有 无 变化 ? 

14-3 ”由 于 质点 系 的 内 力 总 是 成 对 出 现 ， 且 等 值 反 向 ， 因 此 ， 内 力 功 的 和 恒 等 于 零 。 这 
种 说 法 是 否 正确 ? 

14-4 动能 与 速度 的 方向 是 否 有 关 ? 如 一 质点 以 大 小 相同 、 方 向 不 同 的 速度 抛 出 ， 在 抛 
出 瞬时 ， 其 动能 是 否 相同 ? 

14-5 汽车 行驶 时 ， 地 面 对 驱 动 轮 的 摩擦 力 向 前 ， 因 此 该 力 做 正 功 。 这 种 说 法 是 否 正确 ? 
为 什么 ? 

14-6 一般 来 说 ， 应 用 动能 定理 能 否 求 出 系统 的 约束 力 ? 为 什么 ? 

14-7 如 思考 题 14-7 图 所 示 。 质量 为 mi 的 匀 质 杆 AD， 一 端 铵 接 在 质量 为 mz 的 匀 质 圆 
轮 的 轮 心 0， 另 一 端 落 在 水 平面 上 。 圆 轮 在 地 面 上 作 纯 滚动 ， 若 轮 心 的 速度 为 ro ， 试 确定 系 
统 的 动能 。 





思考 题 14-7 图 


14-8 运动员 起 跑 时 ,什么 力 使 运动 员 的 质心 加 速 运 动 ? 什么 力 使 运动 员 的 动能 增加 ? 
产生 加 速度 的 力 是 否 一 定做 功 ? 
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习 十 
14-1 如 习题 14-1 图 所 示 ， 一 物 块 在 倾角 为 9、 长 为 4 的 斜坡 上 的 A 处 无 初速 滑 下 ， 至 
水 平 段 又 滑行 距离 ls 后 于 C 处 停止 ,空气 阻力 不 计 ， 试 求 物 块 与 地 面 的 摩擦 因数 了 。 
14-2 ”如 习题 14-2 图 所 示 ， 弹 得 的 原 长 ! 二 0. 1 m， 刚 度 系 数 一 4.9 kN/m， 其 一 端 国 
定 ， 一端 可 沿 半径 RR = 0. 1 m 的 圆 弧 运 动 。 试 求 弹 得 一 端 由 和 A 到 B 以 及 由 B 到 DD 的 过 程 中 
弹性 力 所 做 的 功 。 

















习题 14-1 图 习题 14-2 图 


14-3 ”如 习题 14-3 图 所 示 ， 在 半径 为 RR 的 卷 简 OQ 上， 作用 一 力 偶 矩 M = ap 十 212， 其 中 
9 为 转角 ，a 和 为 常数 。 卷 简 上 的 绳索 拉动 水 平面 上 的 重 物 B。 设 重 物 B 的 质量 为 m, 它 与 
水 平面 之 间 的 摩擦 因数 为 f。 不 计 绳 索 质量 。 当 卷 简 转 过 两 图 时 ， 试 求 作 用 于 系统 上 所 有 力 
的 功 的 和 。 


习题 14-3 图 


14-4 如 习题 14-4 图 所 示 ， 带 轮 半 径 尺 = 0.5 m， 带 的 拉力 分 别 为 Fi = 1800 N 和 
F。 一 600 N， 若 带 轮 转速 n = 120 rrmin， 试 求 1 min 内 皮带 拉力 所 做 的 总 功 。 

14-5 ”如 习题 14-5 图 所 示 ， 质 量 为 mi 的 滑 块 B 沿 水 平面 以 速度 v 移动 ， 质 量 为 mz 的 物 
块 A 沿 滑 块 B 以 相对 速度 wu 滑 下 。 试 求 系统 的 动能 。 


八 





习题 14-4 图 习题 14-5 图 
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14-6 平面 机 构 如 习题 14-6 图 所 示 ， 已 知 曲柄 AO 长 为 ”>， 以 等 角速度 w 绕 定 轴 @ 〇 转动 ， 
曲柄 AO 对 轴 O 的 转动 惯量 为 Jo， 滑 杆 BCD 的 质量 为 mx。 若 不 计 滑 块 A 质量 ， 试 求 此 机 构 
动能 的 最 大 值 。 











习题 14-6 图 


14-7 如 习题 14-7 图 所 示 ， 已 知 物 块 A、B 的 质量 均 为 m， 
两 匀 质 圆 轮 C、DD 的 质量 均 为 2m， 半 径 均 为 尺 。 轮 C 贸 接 于 无 
重 悬 臂 粱 CK 上 , DD 为 动 滑轮 ， 强 与 轮 间 无 相对 滑动 。 已 知 某 
瞬时 ， 物 块 A 的 速度 为 wa ， 试 求 该 瞬时 系统 的 动能 。 

14-8 质量 为 3 kg 的 质点 以 5 m/s 的 速度 洪水 平 直线 向 左 
运动 。 现 对 其 施加 水 平 向 右 的 常 力 ， 此 力 的 作用 经 30 s 停止。 
此 时 ， 质 点 的 速度 水 平 向 右 ， 大 小 为 55 m/s。 试 求 该 力 的 大 小 习题 14.7 图 
以 及 在 这 过 程 中 该 力 所 做 的 功 。 

14-9 如 习题 14-9 图 所 示 ， 两 匀 质 直 杆 ， 长 均 为 !/， 质 量 均 为 m， 在 B 处 用 铵 链 连接 ， 
可 在 铅 垂 平面 内 运动 。 在 43 杆 上 ， 作 用 一 矩 为 M 的 常 力 偶 ， 在 图 示 位 置 由 静止 开始 运动 。 
车 不 计 摩 擦 ， 斌 求 当 AB 杆 的 A 端 碰 到 铵 支 座 O 时 ，A 端的 速度 。 








习题 14-9 图 


14-10 如 习题 14-10 图 所 示 . 绞车 的 鼓 轮 可 视 为 质量 为 mx、 半径 为 ”的 匀 质 圆 盘 。 鼓 轮 
在 常 力 偶 矩 M 的 作用 下 ， 通 过 绳索 牵引 一 质量 为 ms 的 重 物 沿 倾角 为 2 的 斜面 上 升 。 设 开始 
时 系统 静止 ， 不 计 各 处 摩擦 ， 试 求 当 鼓 轮转 过 2 角 时 的 角速度 和 角 加 速度 。 

14-11 习题 14-11 图 中 ,滑轮 质量 为 mm ， 半 径 为 RR 对 中 心 轴 〇 的 回转 半径 为 p。 一 强 
缠绕 在 滑轮 上 ， 强 的 一 端 连 着 一 质量 为 mz 的 物 块 。 滑 轮 上 作用 一 常 力 偶 矩 M， 使 系统 由 静 
止 开始 运动 。 若 不 计 强 的 质量 ， 试 求 物 块 上 升 高 度 为 h 时 的 速度 和 却 速 度 。 





| 
习题 14-10 图 习题 14-11 图 


14-12 习题 14-12 图 所 示 滑 轮 组 中 悬挂 两 个 重 物 ， 其 中 重 物 A 的 质量 为 m1 ， 重 物 B 的 
质量 为 m:; 定 滑轮 O 的 质量 为 ra ， 半 径 为 ri1; 动 滑轮 O; 的 质量 为 m: ， 半 径 为 r2; 两 轮 都 
可 视 为 匀 质 圆 盘 。 如 绳 重 和 摩擦 略 去 不 计 ， 并 设 ws > 2m 一 m4 ， 试 求 重 物 B 由 静止 下 降 高 度 
为 h 时 的 速度 。 

14-13 ”如 习题 14-13 图 所 示 ， 链 条 长 ! = 1 m、 单 位 长 度 质量 o 一 2 kg/m， 晤 挂 在 半径 
R 二 0.1m、 质量 m = 1 kg 的 滑轮 上 ， 滑 轮 可 视 为 匀 质 圆 盘 。 在 图 示 位 置 ， 链 条 受 微小 扰动 
由 静止 开始 下 落 。 设 链条 与 滑轮 间 无 相对 滑动 ， 试 求 链 条 刚 离 开 滑轮 时 的 速度 。 





习题 14-12 图 


14-14 ”如 习题 14-14 图 所 示 ， 绞 车 的 主动 轴 工 上 作用 一 
党 力 偶 矩 M， 用 以 提升 重量 为 已 的 重 物 。 已 知 主动 轴 工 、 从 
动 轴 开 连同 安装 在 这 两 轴 上 的 齿轮 等 附件 对 各 自转 轴 的 转动 





惯量 分 别 为 J 、J:， 传 动 比 wi/wz 二 如， 提升 重 物 的 鼓 轮 半 
径 为 R。 若 轴承 摩擦 和 吊 绳 质量 均 忽 略 不 计 ， 试 求 当 重 物 由 静 
止 开始 提升 高 度 为 h 时 的 速度 和 加 速度 。 


14-15 ”如 习题 14-15 图 所 示 ， 水 平 匀 质 杆 质量 为 m, 长 
为 2，C 为 杆 的 质心 。A 处 为 光滑 铵 支 座 ，B 处 为 一 挂钩 。 如 
也 端 突然 脱落 ， 杆 转 到 铬 垂 位 置 时 ， 问 六 值 多 大 能 使 杆 有 最 大 
角速度 ? 习题 14-14 图 
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习题 14-15 图 


14-16 ”如 习题 14-16 图 所 示 ， 匀 质 杆 AO 可 在 铅 垂 平面 内 绕 水 平 轴 O 转动 ， 其 A 端 匀 接 
千 勾 质 圆 盘 的 质心 处 ， 贺 盘 可 在 铅 生 平面 内 绕 A 自由 转动 。 已 知 杆 AO 长 为 !， 质 量 为 mi; 
圆 盘 半径 为 RR， 质 量 为 ms 。 初 始 时 ， 杆 AO 水 平 ， 杆 和 圆 盘 静止 。 试 求 杆 AO 与 水 平 线 成 9 
角 时 的 角速度 和 角 加 速度 。 

14-17 如 习题 14-17 图 所 示 ， 质 量 为 mm、 边 长 为 /的 匀 质 正方 形 板 静 止 直立 在 铅 垂 面 内 ， 
受 微小 扰动 后 沿 顺 时 针 转 向 自由 倒 下 ， 若 不 计 摩 氛 ， 试 求 当 4O 边 处 于 水 平 位 置 时 ， 板 的 角 
速度 。 





OO 45° 
习题 14-16 图 习题 14-17 图 


14-18 在 习题 14-18 图 所 示 的 系统 中 ,已 知 重 物 与 两 匀 质 圆 轮 的 质量 均 为 mm， 两 贺 轮 半 
径 均 为 >， 水 平 无 重 弹簧 的 刚度 系数 为 &， 滚 轮 C 与 地 面 间 无 滑动 。 现 于 弹簧 原 长 处 由 静止 自 
由 释放 重 物 ， 试 求 重 物 下 降 高 度 为 h 时 的 速度 、 加 速度 以 及 滚轮 C 所 受 的 摩擦 力 。 





习题 14-18 图 


14-19 ”如 习题 14-19 图 所 示 ， 质 量 为 mi 的 物 块 上 刻 有 平均 半径 为 r 的 半圆 柳 ， 放 在 光 
滑 水 平面 上 ， 原 处 于 静止 状态 。 有 一 质量 为 m2 的 小 球 自 A 处 无 初速 地 沿 光滑 半圆 槽 滑 下 ， 
车 mi 二 3mz， 试 求 小 球 滑 至 B 处 时 相对 于 物 块 的 速度 以 及 槽 对 小 球 的 约束 力 。 
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习题 14-19 图 


14-20 ”如 习题 14-20 图 所 示 ， 车 床 切削 直径 D = 48 mm 的 工件 ， 主 切削 力 F 二 7. 84 kN。 
若 车 床 主轴 转速 mt 二 240 r/min， 电 动机 转速 mm 一 1420 r/min， 传 动 系统 的 总 机 械 效 率 7 二 
75%%。 试 求 所 需 电动 机 的 功率 以 及 车 床 主轴 、 电 动机 主轴 所 受到 的 力 偶 矩 。 


习题 14-20 图 


动静 法 又 称 为 达 朗 贝尔 原理 ， 它 采用 静 力 学 中 人 处 理 平衡 问题 的 方法 来 解决 
动力 学 问题 ， 方 便 而 有 效 ， 在 工程 中 得 到 广泛 应 用 。 





第 一 节 质点 的 惯性 力 与 动静 法 


设 某 质 点 的 质量 为 m， 受 主动 力 玉 和 约束 力 Fn 的 作用 ， 其 加 速度 为 a， 如 





图 15-1 所 示 。 根 据 质点 动力 学 基本 方程 ， 有 ww 
五 十 了 AN = ma \ 
将 上 式 右边 移 项 ， 得 SA 
五 十 有 十 (一 rr ) 一 0 
令 a 
Fi 一 —ma (15-1 ) 
则 有 图 15-1 
五 十 了 十 本 一 0 《1S-2 ) 


由 式 (15-1) 定义 的 :具有 力 的 量 纲 ， 称 为 质点 的 惯性 力 ， 即 质点 惯性 力 
的 大 小 等 于 质点 的 质量 与 加 速度 的 乘积 ， 方 向 与 质点 的 加 速度 的 方向 相反 。 

式 (15-2) 表明 : 任 一 瞬时 ， 作 用 于 质点 上 的 主动 力 、 约 束 力 和 虚 加 在 质点 
上 的 惯性 力 在 形式 上 构成 平衡 力 系 。 这 称 为 质点 的 达 朗 贝尔 原理 。 

根据 达 朗 贝尔 原理 ， 即 可 将 动力 学 问题 转化 为 静 力 学 问题 来 处 理 ， 故 称 为 
动静 法 。 应 该 指出 ， 达 朗 贝 尔 原 理 并 没有 改变 动力 学 问题 的 性 质 ， 质 点 并 非 真 
正 处 于 平衡 状态 ， 这 仅仅 是 一 种 方法 上 的 转变 。 

【 例 15-1】 如 图 15-2 所 示 ， 一 根 长 /二 30 cm 的 细 绳 一 端 固 定 在 天 花 板 上 ， 另 一 端 系 着 
一 个 重 P 二 9. 8N 的 小 球 ， 强 与 铅 直线 的 夹 角 p = 60"。 已 知 小 球 在 水 平面 内 作 匀 速 圆周 运 
动 ， 试 求 小 球 的 速度 和 绳子 的 拉力 。 
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解 : 取 小 球 为 研究 对 象 ， 其 受 力 分 析 和 运动 分 析 如 图 15-2 
所 示 。 
由 于 小 球 在 水 平面 内 作 匀 速 圆周 运动 ， 加 速度 a 一 as ， 故 
其 惯性 力 的 大 小 
Fi=F= 2,= Pe 
8 8 Lsing 
方向 与 法 向 加 速度 a, 相反 。 将 惯性 力 本 虚 加 在 小 球 上 〈 见 图 
15-2)， 由 质点 的 达 朗 贝尔 原理 知 ， 小 球 的 重力 已、 绳子 的 拉力 |! 
Fr 和 惯性 力 Fi 在 形式 上 构成 平衡 力 系 。 
建立 自然 坐标 轴 ， 列 平衡 方程 ， 有 
DF, =0, Frsing—Fi=0 








DF, 一 0， Freosp—P=0 


联 立 求解 上 述 三 式 ， 得 小 球 的 速度 和 绳子 的 拉力 分 别 为 
v=2.1m/s, Fr = 19.6N 


【 例 15-2】 如 图 15-3a 所 示 ， 球 磨 机 的 滚 简 内 装 有 钢 球 和 需要 研磨 的 物料 ， 以 等 角速度 
ww 绕 水 平 中 心 轴 @ 〇 转动 。 钢 球 被 简 壁 带 到 一 定 高 度 后 脱离 简 壁 ， 沿 抛物 线 轨 和 迹 落 下 击 碎 物 料 。 
已 知 滚 简 的 内 半径 为 x, 试 求 钢 球 脱离 简 壁 的 角度 9。 














图 15-3 


解 : 研究 脱离 简 壁 前 的 某 个 钢 球 ， 其 受到 重力 P、 简 壁 的 法 向 约束 力 Fs 和 切 向 约束 力 
五 的 作用 《 见 图 15-3b) 。 

由 于 钢 球 在 脱离 简 壁 前 ， 随 简 壁 作 勾 速 圆周 运动 ， 只 有 法 向 加 速度 a 二 w:r， 因 此 其 惯 
性 力 Fi 的 大 小 


Fi = F = fa = wr (a) 


方向 背离 中 心 轴 O。 将 惯性 力 FF 虚 加 在 钢 球 上 〈 见 图 15-3b) ， 由 质点 的 达 朗 贝尔 原理 知 ， 这 
四 个 力 在 形式 上 构成 平衡 力 系 。 
沿 法 向 列 出 平衡 方程 ， 有 
EN 十 Pcos0 一 五 一 0 Cb) 
将 式 (a) 代入 式 (b)， 解 得 简 壁 的 法 向 约束 力 为 
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Rh = P(r eo) 
在 钢 球 脱离 简 壁 的 瞬时 ，Fn 二 0， 代 入 上 式 即 得 钢 球 的 脱离 角 
0 = arccos (7) 


由 结果 可 见 ， 当 wr/g 二 1 时, 9 二 0， 这 意味 着 钢 球 始终 不 会 脱离 简 壁 。 此 时 滚 简 的 角 


速度 
wo = 


称 为 临界 角速度 。 显 然 ， 对 球磨 机 而 言 ， 应 有 w 一 we; 而 对 于 离心 浇铸 机 ， 为 使 熔 体 在 旋转 
的 铸模 内 能 够 紧 贴 内 壁 而 成 型 ， 则 要 求 w > wu 。 





第 二 节 质点 系 的 动静 法 


设 质 点 系 由 nn 个 质点 组 成 ， 其 中 任 一 质点 的 质量 为 ww ， 加 速度 为 a;， 将 其 
上 的 作用 力 分 为 质点 系 的 外 力 Fr 和 内 力 Fi， 并 虚 加 上 惯性 力 Fi = 一 ma;， 根 
据 质点 的 达 朗 贝尔 原理 ， 则 有 

用 十 下 十 了 一 0 
即 ， 质 点 系 中 每 个 质点 上 作用 的 外 力 、 内 力 和 虚 加 的 惯性 力 在 形式 上 构成 平衡 
力 系 。 根 据 加 减 平衡 力 系 公理 ,平衡 力 系 的 组 合 依 然 是 平衡 力 系 ， 而 质点 系 的 
内 力 总 是 成 对 出 现 ， 且 等 值 、 反 向 、 共 线 ， 自 行 平 衡 ， 将 其 减 去 后 不 会 影响 原 
力 系 的 平衡 ， 故 有 结论 : 作用 在 质点 系 上 的 所 有 外 力 与 虚 加 在 所 有 质点 上 的 惯 
性 力 在 形式 上 构成 平衡 力 系 ， 这 就 是 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 。 

根据 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 ， 即 可 
将 质点 系 的 动力 学 问题 转化 为 静 力 学 中 
物体 系 的 平衡 问题 来 处 理 。 现 举例 说 明 
如 下 : 

【 例 15-3】 ”如 图 15-4a 所 示 ，、 细 绳 绕 过 半 
径 > = 100 mm、 质 量 可 忽略 不 计 的 定 滑轮 ， 绳 
的 两 端 分 别 悬 挂 物 块 A 和 B， 两 物 块 重 P= 
4kN、Ps 一 1 kN， 滑 轮 上 作用 一 矩 M = 
0.4kN， am 的 力 偶 。 假 设 绳 与 轮 间 无 相对 滑 
动 ， 并 不 计 轴 承 摩擦 ， 斌 求 物 块 的 加 速度 与 轴 
O 处 的 约束 力 。 

解 : 选取 物 块 A、B 与 滑轮 组 成 的 质点 系 2) ”) 
为 研究 对 象 ， 其 上 所 受 外 力 有 重力 PA、Ps、 力 图 15-4 
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偶 矩 M 和 轴 〇 的 约束 力 Fa 、Fo 。 
由 题 意 知 ， 物 块 A 上升 的 加 速度 与 物 块 B 下 降 的 加 速度 相等 ， 令 aa 一 as 二 a， 两 物 块 
惯性 力 的 大 小 分 别 为 


_ Ps 
一 人 


Er 一 一 ca， Fp (a) 


方向 与 各 自 加 速度 方向 相反 。 
将 惯性 力 Fa 、Fis 分 别 虚 加 在 物 块 4、B 上 ( 见 图 15-4b)， 由 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 知 ， 
所 有 外 力 与 惯性 力 在 形式 上 构成 平衡 力 系 。 
建立 直角 坐标 轴 ， 列 平衡 方程 . 有 
DF =0, Fo =0 


DF, =0, Fo—Pa—Ps— Fai+Fs=0 





>)Mo(E) =0, —M+Par— Pgr+Fur+ Fr 一 0 


将 式 (a) 和 已 知 数据 代 人 上 述 平衡 方程 ， 解 得 物 块 的 加 速度 与 轴 O 的 约束 力 分 别 为 


WP 一 P)r _ 2 
(PHPa)r S 1.96 m/s 








a 


Fo—0, Fo= PatPst(Ps Pea) = 5.6kN 





第 三 节 ”刚体 上 惯性 力 系 的 简化 


在 运用 动静 法 求解 质点 系 的 动力 学 问题 时 ， 需 要 在 每 个 质点 上 虚 加 惯性 力 ， 
这 对 刚体 来 说 难以 做 到 ， 因 为 刚体 是 由 无 数 个 质点 所 组 成 的 。 为 此 ， 需 要 运用 
静 力 学 的 力 系 简化 与 合成 理论 ， 对 刚体 上 无 数 个 质点 的 惯性 力 构 成 的 惯性 力 系 
进行 简化 与 合成 ， 以 使 动静 法 能 够 方便 地 运用 于 刚体 。 


一 、 平 移 刚 体 上 惯性 力 系 的 简化 


如 图 15-5a 所 示 ， 设 刚体 在 外 力 F; 的 作用 下 平移 。 刚 体 平 移 时 ， 其 上 各 点 
的 加 速度 都 相同 ， 都 等 于 质心 C 的 加 速度 ac。 因 此 ， 各 质点 的 惯性 力 Fi 的 方向 
均 与 ac 的 方向 相反 ， 它 们 组 成 一 同 向 平行 力 系 〈 见 图 15-5a) 。 显 然 ， 该 同 向 平 
行 力 系 可 合成 为 一 个 作用 线 通 过 质心 C 的 合力 〈 见 图 15-5b) : 
Fr = —mac (15-3 ) 
式 中 ，m 为 刚体 质量 。 即 有 结论 : 平移 刚体 上 的 惯性 力 系 可 合成 为 一 个 作用 线 
通过 质心 的 合力 ， 该 合力 的 大 小 等 于 刚体 的 质量 与 质心 加 速度 的 乘积 ， 方 向 与 
质心 加 速度 的 方向 相反 。 
根据 上 述 结 论 ， 由 动静 法 以 及 二 力 平衡 公理 易 知 ， 刚 体 平 移 时 ， 其 所 受 外 
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力 合力 Fr 的 作用 线 一 定 通过 刚体 质心 C〈 见 图 15-5b) 。 





a) b) 


图 15-5 


二 、 绕 定 轴 转 动 刚 体 上 惯性 力 系 的 简化 


假设 刚体 具有 质量 对 称 平面 ， 且 绕 垂直 于 该 质量 对 称 平面 的 定 轴 转 动 。 此 
时 ， 可 先 将 刚体 上 的 空间 惯性 力 系 转化 为 在 质量 对 称 平 面 
内 的 平面 惯性 力 系 ， 然 后 再 将 其 向 转轴 与 质量 对 称 平面 的 
交点 O 〇 简化 ， 得 到 一 个 主 矢 琴 和 一 个 主 矩 Mo 〈 见 图 15-6) 。 
可 以 证 明 ， 该 主 矢 和 主 和 矩 分 别 为 

Fr 一 —mac (15-4 ) 

AMo 王 一 Jov (15-5 ) 图 15-6 
式 中 ，ac 为 刚体 质心 加 速度 ; a 为 刚体 角 加 速度 ; m 为 刚 
体质 量 ; J 为 刚体 对 转轴 O 的 转动 惯量 。 即 有 结论 : 具有 质量 对 称 平面 的 刚体 
绕 垂 直 于 质量 对 称 平面 的 定 轴 转 动 时 ， 刚 体 上 惯性 力 系 向 转轴 简化 的 结果 一 般 
为 位 于 质量 对 称 平面 内 的 一 个 主 矢 和 一 个 主 矩 。 其 中 ， 主 矢 的 大 小 等 于 刚体 的 
质量 与 质心 加 速度 的 葬 积 ,方向 与 质心 加 速度 方向 相反 ， 作 用 线 通 过 转轴 ; 主 
矩 的 大 小 等 于 刚体 对 转轴 的 转动 惯量 与 角 加 速度 的 乘积 ， 转 向 与 角 加 速度 转向 
相反 。 

儿 种 特殊 情况 : 

1) 转轴 不 通过 质心 ， 刚 体 作 匀速 转动 。 

此 时 ,a 二 0， 从 而 Mio 二 0， 惯性 力 系 合成 为 一 个 作用 线 通 过 转轴 的 合力 ， 
其 大 小 FR 二 mrcw”〈 其 中 必 为 刚体 的 角速度 ，rc 为 质心 的 转动 半径 )， 方向 由 
转轴 O 指向 质心 C。 

2) 转轴 通过 质心 ， 刚 体 作 变速 转动 。 

此 时 ,ac 二 0， 从 而 Fe 一 0， 惯性 力 系 合成 为 一 个 合力 偶 ， 其 矩 的 大 小 
Mio =Joua, 转向 与 角 加 速度 a 的 转向 相反 。 

3) 转轴 通过 质心 ， 刚 体 作 匀速 转动 。 

此 时 ,. Fr 一 0，Mio 一 0， 惯 性 力 系 自 行 平 衡 ， 这 种 情形 称 为 动 平 衡 。 
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三 、 平 面 运动 刚体 上 惯性 力 系 的 简化 


假设 刚体 具有 质量 对 称 平面 ， 且 平行 于 该 平面 运动 。 此 时 ， 与 刚体 绕 定 轴 
转动 类 似 ， 可 先 将 刚体 上 的 空间 惯性 力 系 转化 为 在 质量 对 
称 平 面 内 的 平面 惯性 力 系 ， 然 后 再 将 其 向 质心 C 简化 ， 得 
到 一 个 主 矢 FE 和 一 个 主 矩 Mx: 〈 见 图 15-7)， 分 别 为 

Fr= —mac (15-6 ) 

Mic = —Jcea (15-7 ) 
式 中 ，ac 为 刚体 质心 加 速度 ; a 为 刚体 角 加 速度 ; mx 为 刚 
体质 量 ; J 为 刚体 对 垂直 于 质量 对 称 平面 的 质心 轴 C 的 
转动 惯量 。 即 有 结论 , 具有 质量 对 称 平面 的 刚体 平行 于 质量 对 称 平面 运动 时 ， 
刚体 上 惯性 力 系 向 质心 简化 的 结果 一 般 为 位 于 质量 对 称 平面 内 的 一 个 主 矢 和 一 
个 主 托 。 其 中 ， 主 矢 的 大 小 等 于 刚体 的 质量 与 质心 加 速度 的 乘积 ， 方 向 与 质心 
加 速度 方向 相反 ， 作 用 线 通过 质心 ; 主 矩 的 大 小 等 于 刚体 对 垂直 于 质量 对 称 平 
面 的 质心 轴 的 转动 惯量 与 角 加 速度 的 乘积 ， 转 向 与 角 加 速度 转向 相反 。 

【 例 15-4】 如 图 15-8a 所 示 ， 质量 为 m 的 汽车 以 加 速度 a 沿 着 水 平 路 面 行驶 。 汽 车 重心 
C 离 地 面 的 高 度 为 h、 汽 车 的 前 、 后 轮轴 到 重心 的 水 平 距 离 分 别 为 c 和 5。 试 求 汽车 前 、 后 轮 
的 正 压力 ， 并 确定 汽车 以 多 大 的 加 速度 行驶 方 能 使 前 、 后 轮 的 正 压力 相等 。 


a 
A 
B 
Fp mp A Fa 
Fh 


FN4 








b) 
图 15-8 


解 ， 取 汽车 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 15-8b 所 示 。 
汽车 作 直 线 平移 ， 在 质心 C 处 虚 加 惯性 合力 Fr 二 一 za， 根 据 达 朗 贝尔 原理 ， 列 平衡 
方程 
DIMACF) 一 0， FA 二 mgc 一 (十 oOFe 一 0 
>)Ms(F) =0, FA 一 mep 十 (6 十 OF =0 
联 立 求解 ， 得 汽车 前 、 后 轮 的 正 压力 分 别 为 


使 汽车 前 、 后 轮 的 正 压 力 相等 ， 即 令 


bg—h 十 只 
Fw = Fne, Fem 加 二 cm 
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解 得 此 时 汽车 的 加 速度 为 


i b—e 
< 2h8 








【 例 15-5】 如 图 15-9 所 示 ， 电 动 绞车 安装 在 梁 上 ， 梁 的 两 端 放 在 支 座 A、B 上 。 设 梁 
与 绞车 共 重 P， 绞 车 半径 为 r， 并 与 电动 机 转子 固 连 ， 
它们 总 的 转动 惯量 为 J， 质心 位 于 转轴 O 处 。 现 绞车 以 
加 速度 a 提升 质量 为 m 的 重 物 ， 试 求 支 座 A、B 的 约 
束 力 。 

解 ， 选取 整 个 系统 为 研究 对 象 ， 作 用 于 系统 上 的 外 
力 有 梁 与 绞车 的 重力 P、 提 升 重 物 的 重力 mg 和 支 座 A、 
B 的 约束 力 Fa、Fs。 

重 物 可 视 为 质点 ， 其 惯性 力 的 大 小 F! = ma， 方 向 1 
与 @ 相反; 绞车 绕 质心 轴 O 转动， 其 上 的 惯性 力 系 合成 tn 











为 一 个 力 个 ， 其 矩 大 小 Mo = Ja = 7 如， 转向 与 绞车 1 
角 加 速度 a 相反， 如 图 15-9 所 示 。 
根据 达 朗 贝尔 原理 ， 列 平衡 方程 
DMg(F) =0, ~—Fallitl)+Flt+mglit+Pl + Mo =0 








DF,=0, Fat+Fs—mg—F—P=0 
联 立 解 得 支 座 A、B 的 约束 力 分 别 为 


Fa = [mg H+ Pls Fa (ml | 二 ) | 





1 
Fs = da Leh tp tt) ta(mh ] 


【 例 1S-6〗 如 图 15-10a 所 示 ， 质 量 为 mi 和 wms 的 物 块 A 和 B， 分 别 系 在 两 条 绳子 上 ， 
强 子 又 分 别 绕 于 半径 为 rt 和 7 并 固 连 在 一 起 
的 两 个 鼓 轮 上 。 已 知 两 轮 共 重 了 P， 对 转轴 〇 的 
转动 惯量 为 了 ， 且 ma 六 > mzr2， 鼓 轮 的 质心 位 
于 转轴 OO 上。 系统 在 重力 作用 下 发 生 运动 ， 斌 
求 鼓 轮 的 角 加 速度 以 及 轴承 O 的 约束 力 。 

解 ; 选取 整个 系统 为 研究 对 象 ， 作 用 于 系 
统 上 的 外 力 有 重力 mg、mzg、P 和 轴承 的 约束 
力 Fo.、Fo,。 

物 块 A、B 可 视 为 质点 ， 其 惯性 力 的 大 小 
分 别 为 fa 二 mat、Fy 二 nwzazs， 方 向 与 各 自 加 
速度 ma 、az 的 方向 相反 。 鼓 轮 绕 质 心 轴 O 转 
动 ， 其 上 的 惯性 力 系 合 成 为 一 个 力 偶 ， 其 矩 的 
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大 小 Mo = Ja， 转 向 与 鼓 轮 角 加 速度 相反， 如 图 15-10b 所 示 。 
根据 达 朗 贝尔 原理 ， 列 平衡 方程 
SIMo(F) =0, mari—Fin—Mo— mgri— Fers =0 
DF =0, Fo 一 0 
DF,=0, Fo—mg—mg—PiFy Fz =0 


将 本 =ma, Fe = mas Mo= Ja 和 al 一 门 QC、C2 一 rza 代 人 上 述 平衡 方程 ， 解 得 就 轮 
的 角 加 速度 








加 (mn 一 1az 72 ) g 


“ 71 双 十 mm 过 十 了 
轴承 O 的 约束 力 为 





加 (Mri 一 7122 72 ) pg 
Fo = 0， Fo, Gm Tmz )g 十 也 zl 到 十 zz 过 十 了 


【 例 15-7】 匀 质 网 柱 体 的 质量 为 m， 半 径 为 
R， 在 外 缘 上 绕 有 -一 细 绳 ， 绳 的 一 端 固定 在 天 花 板 
上 ， 如 图 15-11a 所 示 。 圆 柱 体 无 初速 地 自由 下 降 ， 
若 强 与 圆柱 体 间 无 相对 滑动 ， 试 求 圆柱 体质 心 C 的 
加 速度 和 绳 的 拉力 。 

解 : 取 圆柱 体 为 研究 对 象 ， 其 上 的 作用 力 有 圆 
柱 体 的 重力 mg 和 绳 的 拉力 Fi。 

圆柱 体 作 平面 运动 ， 其 上 惯性 力 系 简化 为 一 个 
作用 线 通 过 质心 C 的 惯性 主 矢 Fx 和 一 个 惯性 主 逢 
Me 〈 兄 图 15-11b) ， 其 大 小 分 别 为 图 15711 


Fr= mac, Me= Jeo 

















其 中 ,Jc 二 地 mR ， ac 一 Ra。 


根据 达 并 贝尔 原理 ， 列 平衡 方程 
>)M(P =0, Me—megR+FrR=0 


DPF, =0, —mg+Fri+Fr=0 


联 立 求解 上 述 各 式 ， 即 得 圆柱 体质 心 C 的 加 速度 和 绳 的 拉力 分 别 为 
2 


] 
uc 一 38; FY 一 3m8 





【 例 15-8】 ”曲柄 连 杆 滑 块 机 构 如 图 15-12a 所 示 。 已 知 曲 柄 AO 长 为 >; 匀 质 连 杆 AB 的 
质量 为 m、 长 为 1; 在 图 示 位 置 ，AO | OB， 连 杆 质 心 C 的 加 速度 为 ac 和 ac,， 连 杆 的 角 加 速 
度 为 a。 不计 滑 块 质 量 , 试 求 曲 柄 销 A 和 光滑 导 板 B 对 连 杆 AB 的 约束 力 。 

解 : 选取 连 杆 AB 和 滑 块 互 组 成 的 质点 系 为 研究 对 象 ， 作 用 于 系统 上 的 外 力 有 连 杆 AB 
的 重力 zxg ， 曲 柄 销 A 的 约束 力 五 、Fay 和 光滑 导 板 B 的 约束 力 Fp。 











图 15-12 


连 杆 AB 作 平面 运动 ， 其 上 惯性 力 系 向 质心 C 简化 得 到 主 矢 和 主 和 矩 ， 它 们 的 方向 如 图 15- 
12b 所 示 ， 大 小 分 别 为 


1 
Fr = mac, 下 my = macy, Mec = jom!a 


根据 达 朗 贝尔 原理 ， 列 平衡 方程 











SMW) =0, Fs SETF— (mg + Fe) Mt 
联 立 解 得 曲柄 销 A 和 光滑 导 板 B 对 连 杆 AB 的 约束 力 分 别 为 


£2 
Fa 一 macw, Ta 一 有 他 | g+eo Bz ("ee Tge) | 
1 EL 
BB (ne+6a) | 


Fs 一 他 | ee 十 





【 例 1$-9】 如 图 15-13a 所 示 ， 义 质 
薄 壁 圆 环 的 质量 为 m， 半 径 为 悄 在 水 平 f 
平面 内 以 等 角速度 w 绕 环 心 O 转动 。 试 求 
圆 环 横 截 面 上 的 张力 。 

解 : 这 是 对 称 性 问题 ， 截 取 圆 环 的 
1/4 为 研究 对 象 ， 如 图 15-13b 所 示 . 圆 环 
作 勾 速 转动 ， 其 上 任 一 点 的 加 速度 








a 一 an = Roy a) b) 
在 每 一 微小 弧 眉 圆 环 上 虚 如 惯性 力 19-13 
dF = adm = Re « FRRd9 = WR- 


根据 达 朗 贝尔 原理 ， 惯 性 力 与 圆 环 横 截 面 上 的 张力 FA 、Fs 在 形式 上 构成 平衡 力 系 〈 见 图 15-13b)。 
列 平衡 方程 
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BF, =0,— Fat |dFicosd =—Fa +t | 号 ecosbdg 一 0 
Dr, = 0,— Fst dpising =— Fa +| Re singdg =0 


2 
Fs = PF, _ mRw 


2r 
由 于 对 称 性 ， 圆 环 任 一 横 截 面 上 的 张力 均 相 等 。 
注意 ; 由 于 此 题 无 法 直接 采用 前 面 所 介绍 的 刚体 上 惯性 力 系 的 简化 结果 ， 因 此 必须 在 研 
究 对 象 的 每 一 个 质点 上 都 虚 加 惯性 力 ， 对 于 质量 连续 分 布 的 刚体 ， 则 需要 通过 高 等 数学 中 的 
微分 元 素 法 来 进行 计算 。 




















【 例 1$-10〗】 如 图 15-14 所 示 ， 已 知 飞轮 的 质 
量 m 一 20 kg; 转轴 AB 垂直 于 飞轮 的 质量 对 称 平 
面 ; 飞轮 质心 C 不 在 转轴 上 ， 偏 心 距 。 = 0. 1 mm。 
若 转轴 质量 忽略 不 计 ， 试 求 当 飞轮 以 转速 
12000 r/min 勾 速 转动 时 ， 向 心 轴承 A、B 的 最 大 约 














束 力 。 上 | 
解 : 取 飞 轮 与 转轴 整体 为 研究 对 象 。 显 然 ， 当 A 
飞轮 质心 C 位 于 正 下 方 时 ， 轴 承 处 的 约束 力 最 大 ， 图 15-14 





对 应 受 力 图 如 图 15-14 所 示 。 
1 于 飞轮 匀速 转动 ， 故 飞轮 上 的 惯性 力 系 可 合成 为 一 个 合力 ， 其 大 小 
x (12000 , 




















Fi = mac = mew: = 20 kgX0.1X103 m ad/s ) 一 3160N 
根据 达 朗 贝尔 原理 ， 由 平衡 方程 易 得 向 心 轴承 A、B 的 最 大 约束 旋 
Fa — Fs = mgtF)= 98 N+1580N 一 1678N 
讨论 : 在 上 述 计算 结果 中 ，98 N 是 飞轮 自重 引起 的 ， 称 为 轴承 静 约 来 力 ; 1580 N 是 飞轮 
转动 惯性 力 引 起 的 ， 称 为 轴承 附加 动 约束 力 ; 轴承 静 约 束 力 与 附加 动 约 东 力 之 和 称 为 轴承 动 
约束 力 。 注 意 到 ， 此 处 的 轴承 附加 动 约束 力 高 达 静 约束 力 的 16 倍 之 多 。 

















第 四 节 ” 绕 定 轴 转动 刚体 的 轴承 动 约束 力 


由 例 15-10 可 见 ， 当 绕 定 轴 转动 刚体 高 速 旋转 时 ， 很 小 的 偏心 距 都 会 引起 很 
大 的 轴承 动 约 束 力 。 而 且 ， 由 于 绕 定 轴 转 动 刚体 上 的 惯性 力 及 其 导致 的 轴承 附 
加 动 约 束 力 的 大 小 和 方向 还 将 随 着 刚体 的 旋转 作 周 期 性 变化 ， 从 而 会 使 机 器 产 
生 振 动 、 品 声 甚至 破坏 。 因 此 ， 如 何 尽量 减 小 或 消除 绕 定 轴 转动 刚体 的 轴承 附 
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加 动 约束 力 ， 是 工程 中 一 个 十 分 重要 的 问题 。 
设 刚 体 以 角速度 w、 角 加 速度 a 绕 定 轴 z 转动 ， 取 转轴 z 上 任 一 点 〇 为 坐标 


原点 ， 建 立 直角 坐标 系 Oxyz， 将 其 上 惯性 力 系 向 坐标 原点 O 简 化 ， 一 般 可 得 一 
主 矢 Fx 和 一 主 矩 撩 Mo。 可 以 证 明 ， 惯 性 力 系 的 主 矢 
Fr = —mac C15-8 ) 
式 中 ， zm 为 刚体 质量 ; ac 为 刚体 质心 C 的 加 速度 。 
惯性 力 系 的 主 和 矩 矢 
Mo 一 Mi 十 NM 十 MI 
= Jao dt rat a0) Tak 159 ? 
其 中 
J = DO myiz), Ts = mizixi) (15-10 》 


分 别称 为 刚体 对 轴 y、z 和 对 轴 z、z 的 惯性 积 。 
在 上 述 惯性 力 系 的 简化 结果 中 ，Mi. 一 一 J ,a 是 惯性 力 系 对 转轴 的 主 矩 ， 
它 不 会 引起 轴承 附加 动 约束 力 ， 故 要 使 轴承 附加 动 约束 力 为 零 ， 必 须 有 
ac 一 0 
[= ,= ,| (15-11 ) 
上 式 即 为 消除 绕 定 轴 转 动 刚 体 的 轴承 附加 动 约 束 力 的 条 件 。 前 一 条 件 要 求 转轴 = 
通过 刚体 质心 C; 满足 后 一 条 件 的 = 轴 称 为 惯性 主轴 ， 通 过 质心 的 惯性 主轴 ， 称 
为 中 心 惯性 主轴 。 因 此 ， 消 除 绕 定 轴 转动 刚体 的 轴承 附加 动 约 束 力 的 条 件 可 以 
简单 表述 为 : 绕 定 轴 转 动 刚 体 的 转轴 应 为 中 心 惯性 主轴 。 可 以 证 明 ， 若 刚体 具 
有 质量 对 称 平 面 ， 则 垂直 于 质量 对 称 平面 的 质心 轴 就 是 中 心 惯 性 主轴 。 
最 后 ， 再 介绍 一 下 绕 定 轴 转 动 刚 体 的 静 平 衡 和 动 平衡 的 概念 。 若 刚体 的 转 
轴 通 过 质心 ， 且 刚体 除 重力 外 ， 不 受 其 他 主动 力 的 作用 ， 则 刚体 可 以 在 任意 位 
置 静 止 ， 这 种 现象 称 为 绕 定 轴 转 动 刚 体 的 静 平 衡 ， 车 刚体 的 转轴 为 中 心 惯性 主 
轴 ， 则 刚体 转动 时 不 会 引起 轴承 附加 动 约束 力 ， 这 种 现象 称 为 绕 定 轴 转 动 刚 体 
的 动 平 衡 。 工 程 中 ， 为 了 避免 出 现 轴承 动 约束 力 ， 对 于 高 速 转 动 的 部 件 ， 必 须 通 
过 专门 的 静 平 衡 和 动 平衡 试验 机 进行 平衡 找 正 ， 使 之 尽量 实现 静 平 衡 和 动 平衡 。 





复习 思考 题 


15-1 设 质 点 在 空中 运动 时 .只 受 重力 作用 ， 试 确定 在 下 列 三 种 情况 下 ， 质 点 惯性 力 的 
大 小 和 方向 : 1) 质点 作 自 由 落体 运动 ; 2) 质点 垂直 上 抛 ，3) 质点 沿 抛物 线 运动 。 

15-2 ”刚体 上 的 惯性 力 系 向 任 一 点 简化 所 得 的 主 失 是 否 相同 ” 主 矩 呢 ? 

15-3 是 否 只 要 运动 的 质点 就 有 惯性 力 ? 
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15-4， 作 匀速 运动 的 质点 的 惯性 力 一 定 为 零 。 试 问 这 一 表述 是 否 正 确 ? 为 什么 ? 

15-5 一 列 火 车 在 起 动 时 ， 哪 一 节 车 肛 的 挂钩 受 力 最 大 ? 为 什么 ? 

15-6 在 什么 情况 下 绕 定 轴 转 动 刚体 上 的 惯性 力 系 为 平衡 力 系 ? 

15-7” 线 定 轴 转 动 刚体 上 的 惯性 力 系 能 否 向 质心 简化 ?如 能 ， 其 简化 结果 如 何 ? 

15-8 ”如 果 平 面 运动 刚体 上 的 惯性 力 系 可 以 合成 为 一 个 合力 ， 则 该 合力 的 作用 线 一 定 通 
过 刚体 的 质心 。 试 问 这 一 表述 是 否 正确 ? 为 什么 ? 

15-9 作 瞬 时 平移 的 刚体 ， 在 该 瞬时 ， 其 上 惯性 力 系 向 质心 简化 的 主 矩 一 定 为 零 。 试 问 
这 一 表述 是 否 正 确 ? 为 什么 ? 

15-10 ”何谓 绕 定 轴 转 动 刚体 的 轴承 静 约束 力 和 附加 动 约 束 力 ? 

15-11 绕 定 轴 转 动 刚体 的 轴承 附加 动 约束 力 有 何 危 害 ? 如 何 消除 绕 定 轴 转动 刚体 的 轴承 
附加 动 约束 力 ? 

15-12 ”何谓 绕 定 轴 转动 刚体 的 静 平 衡 和 动 平衡 ? 如 何 实现 绕 定 轴 转动 刚体 的 静 平衡 和 动 
平衡 ? 


习 题 
15-1 如 习题 15-1 图 所 示 ， 质量 m = 10 kg 的 物 块 A 沿 与 铅 垂 面 夹 角 9 二 60" 的 悬臂 梁 
下 滑 。 当 物 块 下 滑 至 距 固定 端 O 的 距离 1 = 0.6 m 时 ， 其 加 速度 a 二 2 m/s:。 和 忽略 物 块 尺寸 
和 梁 的 自重 ， 试 求 该 瞬时 国定 端 O 的 约束 力 。 
15-2 ”如 习题 15-2 图 所 示 ， 在 半径 为 > 的 光滑 圆柱 项 部 放置 一 小 物 块 。 设 小 物 块 开始 静 
止 ， 受 微小 扰动 后 在 铅 垂 面 内 自 圆 柱 顶 部 滑 下 ， 试 求 小 物 块 脱离 圆柱 面 时 的 p 角 。 





习题 15-1 图 习题 15-2 图 


15-3 ”如 习题 15-3 图 所 示 ， 重 量 均 为 P 的 两 个 物 块 
A 和 B， 系 在 细 强 的 两 端 ， 细 强 绕 过 半径 为 R、 质 量 可 
不 计 的 定 滑轮 ， 光 滑 斜 面 的 倾角 为 9。 试 求 物 块 A 下 降 
的 加 速度 以 及 轴承 O 的 约束 力 。 

15-4 如 习题 15-4 图 所 示 ， 质 量 ma 二 100 kg 的 匀 
质 物 块 置 于 平台 车 上 ; 平台 车 质量 m = 50 kg， 可 沿 水 
平 路 面 运动 ， 车 和 物 块 一 起 由 质量 为 m 的 重 物 牵 引 。 若 
不 计 滑轮 质量 ， 并 假设 物 块 与 平台 车 之 间 的 摩擦 力 足 以 
阻止 其 相对 滑动 ， 试 求 使 物 块 不 翻 倒 的 重 物质 量 ms 的 最 习题 15-3 图 











大 值 ， 以 及 此 时 平台 车 的 加 速度 。 

15-5 ”转速 表 的 简化 模型 如 习题 15-5 图 所 示 。 长 为 2 的 杆 CD 的 两 端 各 有 一 质量 为 m 的 
小 球 ， 并 通过 一 盘 筑 与 转轴 AB 在 各 自 中 点 铵 接 。 当 转轴 AB 转动 时 ， 杆 CD 与 转轴 AB 间 的 
夹 角 g 就 发 生变 化 。 设 w 一 0 时 ，9? = gp。， 且 盘 簧 不 受 力 。 已 知 盘 簧 产生 的 转 矩 M 与 p 角 的 
关系 为 M 一 k(g 一 po)， 其 中 为 盘 簧 的 刚度 系数 。 若 不 计 杆 CD 的 质量 ， 试 求 角速度 w 与 角 
?之 间 的 关系 。 








习题 15-4 图 习题 15-5 图 


15-6 ”如 习题 15-6 图 所 示 ， 电 动机 的 外 壳 用 螺栓 固定 在 水 平 基础 上 。 外 壳 与 定子 的 总 质 
量 为 zx ， 质 心 位 于 转轴 中 心 D 处 。 转 子 质量 为 mz: ， 由 于 制造 和 安装 误差 ， 转 子 的 质心 C 到 
转轴 趾 心 0 有 一 偏心 距 e。。 若 转子 匀速 转动 ， 角 速度 为 w， 试 用 动静 法 求 基础 的 最 大 约束 力 。 

15-7 ”如 习题 15-7 图 所 示 ， 物 块 A 重量 为 P1， 沿 倾角 为 9 的 棉 形 块 的 斜面 下 滑 ， 通 过 绕 
过 滑轮 的 细 绳 使 重量 为 Pz 的 物 块 B 上升 。 模 形 块 放置 在 水 平地 面 上 ， 若 滑轮 、 细 绳 的 质量 
以 及 各 处 摩擦 均 上 略 去 不 计 ， 试 求 棉 形 块 作用 于 水 平地 面 凸 起 部 分 处 的 水 平 压力 。 





习题 15-6 图 习题 15-7 图 


15-8 如 习题 15-8 图 所 示 ， 质 量 为 za 的 物体 A 下 落 时 ， 带 动 质量 为 we 、 半 径 为 尺 的 匀 
质 圆 盘 绕 质心 轴 B 转动 ， 不 计 支 撑 杆 BC 与 绳 的 重力 ， 试 求 固定 端 C 的 约束 力 。 

15-9 如 习题 15-9 图 所 示 ， 长 为 !、 质 量 为 m 的 匀 质 杆 4D 用 国定 铵 支 座 B 与 强 AC 维 
持 在 水 平 位 置 。 若 将 绳 突然 剪断 ， 试 求 此 瞬时 杆 AD 的 角 加 速度 和 固定 铵 支 座 召 的 约束 力 。 
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习题 15-8 图 习题 15-9 图 
15-10 ”如 习题 15-10 图 所 示 ， 边 长 5 = 100 mm 的 正方 形 匀 质 板 重 400 N， 由 三 根 绳 拉 
住 ， 其 中 ，AB/DE。 试 求 当 强 HG 被 剪断 的 瞬时 ，AD 和 BE 两 绳 的 张力 。 


15-11 ”如 习题 15-11 图 所 示 ， 匀 质 平 板 质量 为 m， 放 在 两 个 质量 皆 为 m/2 的 勾 质 圆柱 滚 子 
上 ， 滚 子 的 半径 均 为 >。 现 在 平板 上 作用 一 水 平 拉力 下 ， 假 设 滚 子 只 滚 不 滑 ， 试 求 平板 的 加 速度 。 


F 


习题 15-10 图 习题 15-11 图 


15-12 ”如 习题 15-12 图 所 示 ， 色 质 曲柄 AO 的 质量 为 mm: 、 长 为 ~， 以 等 角速度 w 绕 水 平 
轴 O 道 时 针 转 动 。 曲 柄 的 A 端 推 动 质量 为 ms 的 滑 杆 BCD 沿 铅 直 滑 槽 运动 。 不 计 摩 擦 ， 试 求 
当 曲 柄 与 水 平 线 夹 角 6 二 30 "时 ， 作 用 于 曲柄 上 的 力 偶 和 矩 M 与 轴 O 的 约束 力 。 

15-13 ”如 习题 15-13 图 所 示 ， 匀 质 细 杆 AB 长 为 :、 质 量 为 mw， 置 于 铅 直 面 内 ， 与 水 平面 
成 角 gp。 杆 的 一 端 A 靠 在 光滑 的 铅 直 墙 上 ， 另 一 端 B 放 在 光滑 的 水 平地 面 上 。 若 杆 由 静止 状态 
自由 倒 下 ， 试 求 ，1) 杆 在 任意 位 置 时 的 角 加 速度 a; 2〉 杆 脱离 墙 时 与 水 平面 所 成 的 夹 角 和 。 


Ek 








习题 15-12 图 习题 15-13 图 


第 十 五 章 动 静 法 273， 


15-14 ”如 习题 15-14 图 所 示 ， 质 量 为 m 的 小 球 用 细 绢 连接 于 匀 质 
圆 轮 的 中 心 O 处 ， 圆 轮 的 质量 为 mw ， 放 置 在 粗糙 的 水 平地 面 上 。 试 
求 在 图 示 位 置 ， 小 球 无 初速 释放 瞬时 轮 心 O 的 加 速度 。 

15-15 ”试用 动静 法 求解 习题 13-18。 

15-16 ”试用 动静 法 求解 习题 13-20。 

15-17 ”在 习题 15-17 图 所 示 曲 柄 少 覃 机 构 中 ， 匀 质 曲 柄 AO 的 质 
量 为 mm 、 长 度 为 >， 以 等 角速度 w 绕 水 平 轴 O 〇 转动 ; 滑 权 BCE 的 质 





量 为 mw:， 质 心 位 于 D 点 。 当 曲柄 转 至 图 示 位 置 时 ,9 一 wt。 若 不 计 
滑 块 A 的 质量 和 各 处 摩擦 ， 试 求 轴承 O 的 约束 力 以 及 作用 在 曲柄 上 习题 15-14 图 


的 转 矩 M。 

15-18 ”如 习题 15-18 图 所 示 ， 匀 质 细 杆 AO 长 为 :， 质 量 为 m， 由 水 平 位置 静 止 释放 ,在 
铅 垂 平面 内 绕 轴 0 转动 。 试 求 杆 AO 转 过 9 角 到 达 OA 位 置 时 的 角速度 、 角 加 速度 以 及 轴 O 
的 约束 力 。 














习题 15-17 图 习题 15-18 图 


15-19 用 匀 质 细 杆 弯 成 的 开口 圆 环 如 习题 15-19 图 所 示 ， 已 知 圆 环 半径 为 ”>; 转轴 O 〇 通 
过 圆 环 圆心 并 垂直 于 环 面 ; 圆 环 的 线 密度 为 op。 设 圆 环 以 等 角速度 w 绕 轴 O 〇 转动 ， 不 计 重 力 
影响 ， 试 求 圆 环 任意 截面 BB 处 的 内 力 。 

15-20 ”如 习题 15-20 图 所 示 ， 砂 轮 工 的 质量 m = 1 kg， 其 质心 的 偏心 距 e! = 0.5 mm; 
砂轮 了 [的 质量 mx = 0. 5 kg， 其 质心 的 偏心 距 e 二 1 mm; 电动 机 转子 了 五 的 质量 mx 二 8 kg， 
无 偏心 。 若 电动 机 转速 n 二 3000 r/min， 试 求 轴 承 A、B 的 附加 动 约束 力 。 




















习题 15-19 图 习题 15-20 图 


第 二 章 平面 汇 交 力 系 


Fi; = 894.4N、 Fi,= 447.2 N、 Fz;,= 565.7 N、 Fs,= —565.7N 
Fs; = —237.2 N、 Fs,= —711.5N, Fi,= —450 N、 Fy,=0 
Fs; = —223.6 N, F;,= 447.2N 
Fr = 90.6 N、 A(Fg,i) = 46.79° 
Fr = 352 N、 a = 33°16” 
Fa 一 54.6 kN( 拉 )、Fes 二 74.6 kN( 压 ) 
Fs =1.12F, F» = 0.5F | 
Fa 一 20V2kN( 压 )、Fw = 20 kKN(<—)、 Fy = 10 kN(Y) 
Fa = 3.16 kN, Fo = 4.24kN 
Fa = 53.79 kN Fc = 43.29 kN 
Fs = 86.6 kN( 拉 )、Fos 二 100 kN( 压 ) 
Fas = 0. 866P( 拉 )、Fiw 二 0. 5P( 拉 ) 
Fi : F, = 0.612 
Fa = 800 N、 Fs 一 800N、F = 1200N 
F= Fecota, Fo/F = 5.67 
图 a: Fs = 0.707F、 Fs = 0.707F 
图 b: Fa = 0.79F、 Fg = 0.35F 


0 一 2arcsin 赎 


0 = 90°—~20 

Fn 二 1] kN、 Fis = 1. 41 kN、 Fs 一 1.58 kN、 Fz = 1. 15 kN 
F 

Fnn 





2 sinm?a 


3-1 


3-3 


习题 参考 答案 ,275 ， 


第 三 章 ”力矩 、 力 偶 与 平面 力 偶 系 


Mia(Fi)= —8 kN m, Ma(F)= —16 kN*: m, Ma (Fs) 一 0、 
Mi(F)= 13.9 KN。m 

Ad (FE) 王 一 Fbcosg、Mp(CF) = Fasing 一 pcosO) 

Ma(Fr)= 15.2kN.:m 


pb pb 
Li 一 芯 、 ls 二 玫 、 Ls 一 本 
图 a 与 图 b: Fa = Fs 一 M/ 


图 c: Fa = Fp = M/(lcosO) 
Fa = 33,6 kN Fs = 33.6 kN 
图 a: Fy = Fs = M/(2D 
图 b: Fs = Fs = M/! 

Fe = Fp = Fl/d 

Fa = Fg = 2.5 kN 








Fa = Fs = 2.31 kN 
?Tz M _ M, 
Mz = ri Mi Fo ricos0 Fo ricos0 
Fa = Fc = 0.53 kN 
M 
Ta Fs a: pb 
AM 一 3N.m、 Fw— 5N 
Fa 一 2 
M = Fatan20 


第 四 章 平面 任意 力 系 


Fg=Y2F, /Fk = 135°、 Mo = 2Fa 
1) FR = 98.05 N、 A(FkDD= 47.6、Ma = 一 80.24N 。m ( 顺 时 针 ) 
2) 72. 42z 一 66. 10y = 一 80. 24 
1) Fi = 709.4kN、 /CEFR,i) = 70.84、Mo = 一 2355 kKN。m ( 顺 时 针 ) 
2) x = 3.514m 
3) 670. 1z 十 232.9y 一 2355 一 0 

ql 2 


Fs = ~、 Ze 一 3 了/ 


图 a: Fy = 0. 69 kN. Fy = 0.3 kN、 Fp = ].10 kN 


sp 
EE 


# 
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图 b: Fa 一 16 kN( 个)、M4 一 6kN。m ( 道 时 针 ) 
图 c; Fa 一 2.12 kN、Fw = 0.33 kN, Fs 一 4.23KN 
图 d; Fw = 0、 Fa = 15kN, Fs = 21kN 
46 Fa = 20kN, Fa = 100kN, Ma =130kN.m 
47 图 a; Fu 一 0、F =17kN, Ms = 33KN .ma 
图 b: Fa 一 3KN、Fw = 5kN, Fs = —1kN 
4-8 Fr = 0.707 kN, Fa, = 0.683kN, Fa,= 1.183 kN 
4-9 Fa = 0, Fa,—= 5.96kN, Fs = 6.12kN 


4-10 w= arccos (他 ) 


4-11 Fa = 32kN(<—)、Fw 一 0、Ma 一 132 kN。，m ( 逆 时 针 ) 
4-12 1) Fa = 33.23 kN Fg = 96.77 kN 
2) Ps = 52.22 kN 
4-13 Fa = —6.7kN, Fp=6.7kN, Fs,= 13.5kN 
4-14 Fs= —4.66] kN Fs, = —47.62 kN、Fsgc 二 22.4 kN ( 拉 ) 


一 Pr wo 1 ~ _ 4Pr 
Icosa(1—cosa); 当 @ arccos 5 时 ， Fremin 7 


4-16 Fu 三 一 400N、Fw = ~—150N, Fs = Fe = 250N 

4-17 图 a: Fi = 34.64kN., Fay, = 60kN, Ms = 220 kN m. 
Fc = 69.28 kN 
图 b: Fa = —2.5kN, Fs = 15kN, Fp = 2.5 kN 
图 c: Fs =2.5kN, Ms =10kN.m, Fe =1.5kN 
图 d: Fs = 一 51.25 kN, Fs = 105 kN, Fp = 6.25 kN 


4-15 FF 





418 Fg = ql、 Fo = Yq, Fa—0 


4-19 Fa = 50kN, Fs = 25kN, Fs = —10kN, Fp = 15kN 

4-20 图 a: Fa = Fy = 0 Fg = —50kN, Fs,= 100kN, Fo = —50kN. 
Fo=0 
图 b: Fs = 20 kN, Fw = 70kN, Fa = —20kN, Fs,= 50kN 
Fe = 20 EN, Fo, = 10kN 


421 Fr = ecose Se 


4-23 Fy = 4kN, Fy 一 0.58kKN、A 一 一 2kKN .mm、Fe = 2.89kN 
4-24 p= 30°、0= 30° 


h 卫 ha 
4-25 FF = Fr 地、 Fpp 5 十 FL 芭 百 


5-1 


5-2 


5-3 
5-4 


5-5 
5-6 
5-7 





习题 参考 答案 





1) Fa = 0、 Fs, = F、 Ms 一 Fl 
2) Fw 一 一 V2F 
3) Fe = F、 Fs, = 2F 
_ Pm 
rz 


_ Frcos(8—0) 
sinB 

Fa = —7 kN、 Fy = 3 kN.、 Fe, = 7 kN.、 Fo, = 3 kN 
Fa = 1200 N、 Fy,= 150 N、 Fs = 1050 N、 Fgc 二 1500 N ( 压 ) 
M M 
2a. 2a 

四 
AC 一 工 4 十 元 (5) 


Fi = —36.06 kN ( 压 )、Fow = 60 kN ( 拉 ) 





Fa 一 0、 Fa, 





Fr = 0、 Fo 一 冯 、 Fa = 0、 Fs, 一 一 





FF = 冯 (3q+、 F, = 一 六 (3qL 十 记 )、 局 = 广 (3g+F) 


F=1684N, Fa = 666.7N, Fo = 0, Fo,= 1167N 
Fo = 1459 N、 Fo = 325N 
Fa = 一 2250 N、Fw = 一 3000 N, Fp = 2250 N,、 Fp, = 4000N 


Fy = —q, Fw = Ftgl, My = (FHoDl, Fy, 一 地 Fp, = —al 
第 五 章 空间 力 系 


V3 
4 


F094 M. = 一 下 


F 
AI1 = (37).、 M, = 2 





FF =F,= -SF. F, = BF 


ML CEF) = pa、 M,(W) = -将 Fa、 M.(F)=0 
Fa = 596.28 N、 Fs = Fc = —298.14N 


Fa 一 一 2P、Fm = P(ecosb — sing)、 Fae = P (cos0 十 sin0)、 
Fa 一 一 V2Pcosg 

a 一 350 mm 

Fw 一 FE 一 0、 忆 一 577.4N、F 一 265.5N、F 一 611.9N 
F=70.9N, Fa = —68.4N, Fy 一 一 47.6N、PF 一 一 207 和 N、 
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Fp, 


= 一 19.1N 
5-8 Fa = —2kN, Fa ~— 4.5kN, Fa = —6kN, Fa,— 1.5kN 
5-9 Fo = 150N, Fo=75N, Fo.= 500N 

M, =100N.m, M,=—37.5N.m, M.=—24.38N.m 


5-10 Fi 一下 F,=—/2F, Fs=—F, F 一 V2F、 Fs 一 V2F、 


FP 二 一 下 


第 六 章 ” 静 力学 专题 
6-] 静止 、F, 二 98N 
6-2 4383 N< 过 F<6574N 
6.3 M> Qi/)fspR 


1 二 
、 1 
6-4 全 7 局 
6-6 “一 下 


6-7 和 110 mm 
6-8 1) F 之 Wtan(atpg), tang: = f. 
2) a gr = arctanf, 


6-9 Fx = V3f.P 


6-10 Fl = —29.7 kN, F, = 2]1 kN., Fs = 21 kN., F, = — 21 kN. 
Fi 一 15kKN、F = 9kN., F=0, Fs = ~—41.0kN, Fs 一 9kN 
6-11 Fpp Fae Fr Fpr 0O、 Fag Fgc Fep 11. 66 kN、 
Fr 一 24kN、Fa = Fac = 一 14.58 kN、Foc = 25 kN、 

















Fep 一 Fo 一 一 18.75 kN 


6-12 Fgc 一 和 ce 一 0、 Fp = 一 4.24kN、 Fr 一 3KkN、 Fp 一 一 8. 49 kN 


Fpp = 3KkN, Fas = —3kN, Fo= 9kN 
6-13 Fi=0, F,=0.33F, Fs = —0.33F, Fi = 0.47F 
6-14 FF, =—125kN, F, = 53kN, F, = —87.5 kN 
6-15 Few ©— —0.866F 


6-16 F, = V2F 
617 Fi =—$F (UE), Fi = —3F (E), Fs 一 0 


7-1 


7-2 


7-3 


7-4 


7-5 


7-6 


7-7 


习题 参考 答案 | 279 ， 


2 已 
图 a: ze 一 Sa yD 


46 
3 
Xxc 一 18.4cm、yc 一 13.2 cm 


图 b: XxXc 二 0、yc 二 


Xxc 一 27.6cm、yc 一 0 

Zc 一 90mm、yc 二 0 

图 a: zc = 0、 yc = 153.6 mm 

图 b; xc = 19.74mm, yc = 39.74 mm 

Xc = 79.7 mm, yc = 34.9 mm 

xc = 21.43 mm yc = 21.43 mm, zc = —7.143 mm 
图 a: (2.02,1.15,0.716) 

图 b: (C0.511,1.41,0.717) 








第 七 章 ”点 的 运动 学 
r=0、 y=esinwttvR—e cosw, v= a (coswt | 7 一) 
相对 地 面 : ya 二 10 w64 一 刀 mm、wa 一 A mm/s 
相对 凸轮 : za 一 10: mm、y4 二 10 V64 一 Ff mm 
var’ 一 10 mm/s、vay 一 -元 mm/s 


= ltanCt、 v = IC secCt, a = 21C’tanCt sec: Crt 





9 二 下 时 ; v 二 2C、 a = Sic: 


0 一 3 了 时 : v = 4lC, a 一 8V37C2 








2 Li 
Mm = 本 ! tan Oth ~ am (7 十 六 )2 cos30 
2 2 
轨道 为 椭 贺 ， 轨 迹 方程 为 4 一 % 二 和 一 1 
vA = 0.35 m/s 
自然 法 : s 一 2Rwt、 v 二 2Rw、 a = 0、 as = 4Ro 


直角 坐标 法 : z 二 R 十 Reos2wt、y 一 Rsin2wt、v, 一 一 2Rwsin2wt 
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v, 一 2Rwcos2wt、as 一 一 4Rogcos2wr、ay = 一 4Rw sin2ot 


7-8 a = 3.05 m/s’ 


7-9 y—2y~—4zr =0、. v= V4 m4 和 di+5、 a = 2m/s 
at = 0.894m/s:、 a, =1.79m/s .p=2.8m 





。 t t . t i 
7-10 Zz 二 wt rsin ey 一 r 一 rcos 全 、 Vv 二 2ucsin 区、 5s 一 (lcs 加) 























2r 
— Veos Yet nu ， 一 uct 
Qt 7 COS 27、 Qn 7 sin 2 、0 4rsin 2 
一 
7-] 1 Uc Uo 1+6—2x° Uc vo 
2 2 2 2 
_ xXc” ,yc wo 
2 JEtT le a 2 
_ 一 zt 一 100un Zt TT 
7-13 xp = 200cos 5 Mmm, yp 100sin 6 mm.、 3007 + TO03 1 
7-14 w= 300m/s, a = 60.8 m/s 
7-15 v= i 4 0 
- 一 5 一 上 一 64 
7-16 y= V64 二 Tf 一 8、 vw a a = C4Fr I t 一 15s 
7-17 ws = 0.5m/s, ap = 0.045 m/s 
第 八 章 ”刚体 的 基本 运动 
2 4 
8-1 1 二 0 时 : vm = 1 人 4、 ai = 0、 a = Za! 
Nr rm nt 
上 一 ls 时， vw 二 54 1、a 一 144 人 人 aMy 一 192! 
8-2 v=4ms, a =4m/s, a 一 32m/s、a = 32.25m/s, tan = 0.125 
8-3 xzo = 0.2cosdi(m),、 v= —0.4m/s, a = —2.77 m/s 
1 
rsinwot 
8-4 0 arctan (ee ) 
2 
一 卫 一 也 
83 w 一 2 
8-6 0 一 arccos| 妆 (v2+ 蜂 ) |、 w= 
V2R:—2V2Rvt— (vi)? 


2Rvw 
V2R:—2 V2Rvt — (Cvt)? 


vc 一 





8-7 


8-8 


习题 参考 管 案 【281) 








Uo vst vy， 二 lvo 
w 一 ~、Q 、UA 一 
VE—vet (Fv) [2 — vt 
9 一 二 Xx$ 十 (yp 二 0, 8)? 二 1,52 


8-9 w=—=2rad/s, a = 1.5rad/s:. ac = 0.427 m/s 


8-10 
8-11 
8-12 


9-1 


9-2 


9-3 


9-4 


9-5 


9-6 


9-7 


9-8 











v= 2.41 m/s 
9p1 = 4 rad 
a = 38. 4 rad/s? 
2 
w, 0 一 一 
2 2 
we = dv cos 2、 ac _ V5v 
sing a 
_ wb 
< 2 
第 九 章 
略 





coftp V 13 sin2p 


点 的 合成 运动 


vy， 一 V 琵 二 下 一 V 姨 十 斌 、tang 一 半 


U2 


9 二 0 时 ; v= 二 0; 9 一 30 时 :zz = 100 cm/s 


9 = 60° 时 : v = 173.2 cm/s; 
va 一 2Ro、z —= 2Rwsinwt 


UAB 一 we 
VA = 
i 
ve = 0.4 m/s 
_ vv 
© 2 
w = 2 rad/s 
一世 sinzgp 
vcp = 0. 10 m/s 
w = 5 rad/s 
wp 一 2rad/s 
wl = 2. 67 rad/s 
— 


WA 2 


2 一 90 时: vw = 200 cm/s 
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9-16 wp = wll—b) 
9-17 wv 一 0. 325 m/s 
_ 
9-]18 COC 一 477 
9-19 we = 0.173 m/s、ac = 0.05 m/s’ 
9-20 vgc = rewsinwt、 apc 一 rw’ coswt 
9-2] wv 二 Fl, a 一 0.866w27 一 0. 5la 
9-22 uv = 173.2mm/s, am 一 350mm/s’ 


9-23 aa 一 74.6 cm /s: 
9-24 w= 0.5rad/s, a = 一 0.5rad /S2 





2 5 
9-25 al 一 7 好 一 二 一 2wp、az 一 (me 二 十 2on 十 472ou4 
r r 
9-26 vm = 6.32 cm/s、 am = 24.1 cm/s’ 
第 十 章 ”刚体 的 平面 运动 
10-1 zc 一 12cos2t、yc 一 1l2sin2t, 9 = 2 
vA 一 24V2 cm/s 
10-2 vc 一 1.3my/s 
10-3 vBc 一 2.51 m/s 
10-4 ws 一 108.8 cm/s, ws—= 7.25 rad/s 


u _u 1 
tanp 多 全 ! sing 





10-5 UB 一 


10-6 n1 = 10800 r/min 
10-7 UE 一 0.8 m/s 


10-8 vs = 2vA、 we = “vA 


L 
10-9 was = 2.09rad/s, ve = 199 mm/s 
10-10 wos = 3.75 rad/s、 wi= 6 rad/s 


10-11 wo = 10V3 rad/s、 wpe = V3 rad/s 


10-12 we = 1.5Lew 
10-13 wp = 0.5 rad/s 
10-14 weir = 1.33rad/s、 vs = 0.46 m/s 





11-10 


习题 参考 答案 
__ Ww 
CJOBC 2 


woA™— 0.2 rad/s 

vps 一 14.7 cm/s 

vpr — 1. 16lwo 

WAB™— WwW 

vp = M2Rw, up 一 V2Rws 

ap 一 40V3/3 cm/s:、 ans 一 人 3 rad/s’ 





UB 一 Rwo coth. WB 一 Roocotg 二 只 si ey 


一 3.62rad/s、a = 2.2 rad/s 


— 2 
Uc 一 2 "wo0、 CC 一 T27eo 


vB 一 2Ims、cd = 8m/s 


37 3V3z 


WAB 4 8 





wWAE — 0. 866 rad/s、 ang 一 0.289 rad /sz 


第 十 一 章 ”质点 动力 学 基本 方程 


p = 0° 时 : FF = 2369N 
9 = 90° 时 : FF =0 





Mm my 

4 m1 十 mss 
Am 二 2ma 
Ea 

a=0. 196 m/s’ 


Fu 一 mm (8 十 eu2)、 wor = 2 


Frmax —= 714.3 N、 Fr = 461.7N 


30 
Timin 一 VF D ~ r/min 


9 = 48.2° 


1283 
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11-11 h = 78.3 mm 
11-12 0 = 35°27’ 


we ZY 
11-13 Fir = PC (| 


1114 xz =F tk) 
2m 0 3 


11-15 一 3CV5 二 1 一 1) 
2 2 
1116 五 十 全 25 一 1 


Xi mwo’ 


11-17 Fv 一 3mg、 n= 30 人 K 


第 十 二 章 动量 定理 


12-1 图 ay p = 二 miw 


2 
图 b: p = mwvwe 
图 c: p= 二 0 


12-2 p= Smliw 


12-3 f=0.17 
12-4 wv = 0.083 m/s 
12-5 ws = pr Ap = mzvs 


12-6 w= 22.5 m/s 
12-7 ”向 左 移动 0. 266 m 


12-8 Fo = ms Ka cos0+magcosOsing 


Fo = (al 十 zzz 十 ma )g 一 msg cos0+ms Easing—maa 


12-9 Fo,= 一 ma(lu2 cosp 十 lasinp) 、Fo = mg+m(low sing—lacosg) 








12-11 向 左 移动 (ae 一 六 /4 


4R . 4R 
12-12 Fo 一 mgcospg—m ane Fo = mgsingtm 3 


习题 参考 答案 《 














12-13 FF, = ~—(mi+tm;)ew coswt、 F, = —mzew’ sinewt 
12-14 4zx: 二 +y 一 站 

(P+3P,)/ -一 | wl PP,) 。 
12-15 Zz DP PEJG Coscut) 、 Fy P HP 十 Ps 2g SiNcewt 


12-16 Fn = mag mpg +mal (psingt+ gcosg) 


= zo — 2 
0 
matms 








(singo — sing) 


mB 


2 { ， 
(+2 ) (zp 一 C)2 十 光一 天 (其 中 C= Zot tm singo ) 





第 十 三 章 ”动量 矩 定 理 


13-1 Lo = 2mabw COss wt 


13-2 图 a: Lo = mw 


3 
__ 1 12 
图 b: Lo 一 一 可 Lo 
3 2 
图 c: Lo = smR ow 


13-3 工 . 一 Smol? sin20 


13-4 1) Ls = [7 一 me2z 十 7 CR 十 e) 引 站 
2) Ls = mva (Re) Tow( a+mRe) 





13-5 Lo 一 (去 六 十 zzz | m3 )Raws 


一 二 
13-6 了 一 大 ln2 


(m1 ri mr» )g 





13-7 aa 一 


m7 十 mer? 十 mse’ 
13-8 Jo = 1060 kg* m:, M:=6.024N.m 
_ _ 2(M— ms g7) 
139 a (mi 2m2)r 
13-10 F = 269.3N 
13-11 w = + 
/ ，13 
m 十 一 mm 
4 
13-12 J 一 zl 
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13-13 


13-14 


13-15 


13-16 


13-17 


14-10 


14-11 

















1 二 CO7 1 
LA 
27g(1 十 全 ) 
Fo. 一 0、 Fo, =— 32.3N 
(M—mgn Rr 
TrtJR) tmR’ 
mg (r+R)? 
44 pm TR) Hm (p+R:) 
下 一 Fi 十 ay)g 
4 1 
EE 
Q 一 Esing. Fas 一 一 元 mgsing 
1 一 Uo rwWo 二 2v0 十 rwo 
3fg . 3 
_ gl:singcosb _ gl” sin20 mgl: sing 





UCr 9202 UCy 12g: 2 8、 Fp 一 12g: 二 2 


第 十 四 章 动能 定理 


Li sing 


了 加 LicosO 十 /2 
Was = 20. 3J.、 Wap==0 





W = dE(6xat16r:6— 3fmgR) 





3 
W = 452kJ 
人 一 Fm | Sma -ww V3vu) 


Tax 一 到 (J ,Tnr) 


T= 3 


2 
F=6N, W = 4500J 





UA = SLMo—mgl (1 一 cosg) | 


2 AH 一 mogrsing 2M—m, grsing) 
© r 2ms+m: 7 (2mz tm)r 
_ /2CM/R—mn;g) M/R—m2g 
™ ny +mp:/R’ m2 mp /R’ 











天、4 一 


习题 参考 答案 “287 





14-12 





Y 4gh(m;— 2mi rma) 
0 2ms» 十 8 十 47n3 十 3ma 


14-13 v= 2.113 m/s 

2CMils —GR)RA Mi —GR)R 
14-14 w= G_ .~ 4 G 

J 1iis JR? Jt oR 























& 
14-15 8 王 v3) 
6 
_  /(6m;zt3mi)gsing _ 3g(2m; 二 m1) 
1416 w (put3m)!l ~ D1 Cm Tam ) 
14-17 ww 一 2 rad/s 





| _ /2(mg— 2k1)h 1 4 kh _1 ,4 
14-18 vw ay ~、a 38 am Gmg8 takh 


14-19 vw, = 2 gr. RN 一 Smg 

14-20 P=6.31kW. M =188.2N*m, M; =42.4N.'m 
第 十 五 章 动 静 法 

15-1 Fo.— 17.32N, Fw,= 88N,. Mo = 50.92N.m 


15-2 y= arccos 一 48?11 


15-3 Fu 一 二 (1-Hsing)cosg、Fmw 一 +sing)’ 
15-4 m;s = 50 kg a = 2.45 m/s 


15.5 w =, /人 9 一 加 ) 
12 SIn2G 


15-6 下 .nax = m2ew: 、 开 os 一 (72 十 ma ) gm ew 


Pi (P'sing— P,)cosO 








15-7 二 Pp. FE, 
37m 人 tm _ 3mirmz + mz 
138 re 2mi tm; 8、 Me 本 2mi1 十 702 al 


15-9 Fa, = 0、 Fp, = Fmg 
15-10 Fap 一 73.2 NN.、 Far ~— 273.2N 


_ gE 
15-11  a 王 TI 
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15-12 MS= Gm Fama)rg— amare 、Fo 一 mr 
Fo = (mi tma)g—I Cm + 2ma) re 
15-13 a 一 小 cosy、 pi = arcsin( 3 sings ) 
15-15 a = Bsing、 Fo = 一 才 mgsing 
i 


15-17 Fo = —rew (m; + )cosoz、 Fo, = mi (ge 一 全 sur 





AM 一 (BE +mre Sinet )rcoset 


3gsing 3 


1 ~ 21°050 





15-18 w= 


Fu = Smgsin20(), Foy 一 mg(1 十 2 sing 一 站 coszg)( 沾 ) 


15-19 Fw = orrw?sind, Fs = orsw2(1 十 cos9)、M = priw (1+cost) 
15-20 Fa 一 一 Eee 一 74N 


| 及 本 汪 风 和 WIslolatslelles 
bi be 


NN 


91787111"339 





